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EiiiloiliiUff. 


Die Verfolgiuip: di'r nllmiUigen Eiitwickelmig der Leliro von 
d<Mi iuingiriRrcii (ii'CiHHeii l)i(d(!t beaoiiders doswogen dn grosses 
InteroHHo dnr, wdl nmii liicir nodi deutlicli erkeiuien kann , mit 
weldien Bc.hwierigkdlcn die Einfnhrung neiier, vorliev niclit bo- 
kannlior, odor wenigalena nicht hinia'.ichcnd geUlufigcr Bcgrifl’c vcv- 
biindcu isfc. Din Zeiteii, in wolchen die negativen, gcbrochoneii und 
irratioiialon OriisHcn in die Mailiemalik cingofUlirt wurden, liegen 
iina so fonic, daas wir uns von den Scliwitndgkciton , wclclic aiidi 
die Einfdhrung dieser lUigrid'o frtlher geliabt liaben mag, keine 
roclito VorstcIIiing melir machon koiinen. Ausserdom ist die Er- 
konnlnisa des VVesens der imaginflron Qrcisseu aucli wieder rtlek- 
wIlA’ts fill’ die Ei’keniitiiisfl der negativen, gebrochenen mid irratio- 
imlon OrOsseii lelirreidi geworden , da ein gorneinsames Band allb 
dicae Grclsaciii iiinaehliiigt, 

liei dmi Jlltoren Madiematikeiii herrsclite fast diircligilngig die 
Ansiclit, (iusa dio itnagiidlren Grbasen unmdglich scien. Man be- 
gegiiot lieiin Dureliblilttoni Rllerer niathematischor Schriften iramer 
wieder dem Auespriielie, dasa das Auftreton imaginarer Grbssen 
kcdiie andre Hedciilimg babe, als die, die Unindglichkeit oder Un- 
Hiabarkeit eiiier Aufgabe daiVAithim, dass dicse Grbsson koinen Sinn 
iRlttcn , dass man sich ilirer aber bisvveilon mit Niitzen bedlenen 
kbnno, obgloieli die Form der Hosnltate dann nur nine symbolische 
sei. In dieser Bossieluiiig iet es intcrossaiit, den Entwiekelungsgang 
Cancht/N ?Ai beobacliten. Dieser grosso Mathematiker ist neben 
iinaerGin ,Jh-iiiceps mathciuaticorum^^ Gaim, welchcr zuerst und wolil 
sclion sebr frtlhe die bolio Bedoutung der iniagiiiRren Grdssen fllr 
alle Tiicile der Mathematik erkannte, als Scbcipfcr dor Lehre von 


den Functionen imaginili'er Variabcin zu betracliten. Gleichwolil 
scliloas cr sieb aowolil in seiner „algcbraischen Analysis'', 
als auoh in don ,, Ex ore ices" vom Jalire 1844 noch ganz der 
Ansicht dor Ultoren Mathematiker an. Es heisst dort an eincr 

lUirftgo, Fund, comiil. Vav, 2. Aitfl. I 






continuer k se servir de ces expressions , qiii prises k la lettro et 
interprdt(5e8 d’apr^s les conventions gcndralomeiit ctablies, no aigni- 
fient rien et n’ont pas de sens. Lo signo 1 n’est eii qiiolqiio 
sorte qu’un outil, un instrument de calcul, qni pout dtre ctnployd 
avec sucefes dans un grand nombro do cas pour rondro beaiicoup 
plus simples non-seulement les formules analytiques, mala onooro 
les ra^thodes k I’aide desquclles on parviont n les dtablir.^ 

Die imaginilren Grossen wurden von den italieniselien Algo- 
braikern des 1 6ten Jahrlmnderts in die Matlioniatik eingefdlirt, iind 
sind wahi'sclieinlich zuerst von Cardano**) erwillint worden, der sio 
aber verwirft, well sic wedcr posiliv nocb lU'gativ, iind daher von 
keinem Nutze'n seien. Albert Girard***) nennt sio quaniiies cn- 
veloppies. ^ Der Name unmdgliclie, eingebildeto odor imaginilre 
Grossen findet sich zuerst in der im Jalire 1G73 gedruekton Al- 
gebra von Wallis. 


Bei diesen alteren Malbematikorn nnd nocli viol splKor bliob 
nun, wie bemerkt, die Ansiclit lierrsebend, dass dio iraaginllrcn 
Grbssen in der TJiat unmdglich seien, daas ilmc-n wirklich koine 
Existenz zimiscbreiben sei, und dass ihr Auftreten boi der vor- 
snehten LQsimg einer Anfgabo lediglicb die UinnSgliclikolt der Lb- 
^ng manifestire. Sie wurden fast nur in einer der roatbematisclicn 
Discipbnen unbeschrankt mit bertlcksiclitigt, nfimlioh in dor Lobro 
von den algebraiscben Gleidnmgen ; luer wav es viol zii wiohtiir 
zuglejch auf alle Wurzein liticksicbt zii nobraen, ids dass das Ima- 
goarwerden der letzteren den Untersiiclmngon hlltto Stillstand go- 
bieten komen. Binzdne Manner, die, wie es sclicint, sich mit 
emer gewissen Vorliebe den imaginareii Grbssen zuwandten, wio 

6 ibiW’e Johann die beiden Fagnano, d\4lemhert, F„ler 

^den allmahg die diesen Grbssen innewolmondon ausgezeicdnioton 
Evgeusdiaften aiif und bildeten ihre Lebre iramer mcJir und tuolir 
aus. Dooh wurden diese Gntersucliungen im Ganzon mehr ffiv 

g bn n ur in so fern Werth bei, nls sie ntUzlicbe Htllfsmittel 

IB. rt phyal^o mathdmalldue. Tom« 
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brocnenen iinti irrationaien brrossen ausgegangen. ua iiamiicn die 
Anwendnng dieser matbcmatischen Begriffe aiif Geometrie, Meclianik, 
Physik und ziira Theil selbst ira btlrgerlichen Leben sich so leicht 
and so von selbst dnrbot, ja obne Zweifel in viclen Ftlllen die 
Veranlassung zur Untersuclmng dieser Grossen wurde, so kam es, 
dass man in irgend ciner dieser Anvvendungen das wahre Wesen 
dieser BegrifFc und ilirc wahre Stelluug ira Gebiete der Matheraatik 
zu finden glanbte. Bei den imaginaren Grossen lag nun eine solche 
Anwendung nicht so nalie, jind wegen der mangelndeu Kenntniss 
derselben glanbte man die imaginilren Grossen in das Reich der 
Uuraogliclikeit verweisen, ilire Existenz bezweifein zu mttssen. Da- 
bei Hess man aber ausser Acht, dass die reine Matheraatik, die 
Wissenschaft der Addition, so wichtig auch ihre Anwendungcn sind, 
docli an und fUr sich rait den letzteron nichts zu thun hat, dass 
ihre dureh cine vollstiliidige und widerspruchsfreie Definition ein- 
gcfilhrten Begriffe in der Definition selber ihre Existenz begrtlnden, 
und dass ihre Stltze wahr sind, gloich viol, ob man von ihnen eine 
Anwendung machen kann odor nicht. Ob und wann dieser oder 
joner Satz eine Anwendung finden wird, lilsst sich oft nicht vorher- 
bestiramen, und gerado die heutige Zeit ist ja reich genug an Bei- 
spielcn, dass sich die wichtigsten, selbst tief in das Leben der 
VolkcT eingreifenden Anwendungcn an Siltze geknilpft haben, bei 
dcren Entdeckung man sicherlich keine Ahnung von diesen Folgen 
hatte. So staik war aber allraiilig der Glaube an die UnmOglich- 
keit der iraaginilren Grdssen geworden, dass, als seit der Mitte des 
vorigen Jahrhunderts die Idee auftauchto, die iraagintlren Grossen 
geornetrisch darzustellen man nun umgekehrt ans der verraeint- 

'^) Aussi a-t-oii vn qnelfines gdomotros (Vun rang distingiid no point 
gofltor ce genvo do calcul, non quMls dontassent de la justesse de son 
vdsnltat, inais luivco (pdil paraissait y avoir une sorto d’inconvenanco a 
employer des expressions do ce genre ([ui n’ont .jamais servi qifli annoncor 
uuo absurdite dans Venoned d’nn problemc. Moniuda, ITistoire des inatlic- 
maticpics. Tome III. p. 283. 

*'*) Ilor or.ste Vcrsneli, dio imaginaren Grossen geornetrisch dnrzu- 
stollon , Avnrde von Kiihn im Jahre 1750 gomaclit. (Meditationos do 
quantitatibns imaginariis co n str ue n d is et radicibns imagi- 
nariis oxlnbondis. Novi coimncntavu Aead. Potvop. Ill ad 1750 o,t 
1751). Obgleicli Mtmtud.a (Histoirn des Ma tli dm at; i qn o s. Tome III, 
1). 30) ineint, cs sei niclit der Millie werth, dieso Ablmmllung m lesen, 
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del- Grundoperation der Matluniiatik, dor Addition, ori^olion, siiul 
diejenigen, die man nacli dem lioiitigon Spnicligohramdio ponifivo 
gauze Zahlen nennt. Geht man von dor Addition y.n ihrcr Um- 
kehrung,_ der Subtraction, tlber, bo stcdlt «Udi nlBbald dif. Nolhwon- 
digkelt ein, neue mathematische Begrifib einzufllhron. Scdnild nlimlic.li 
die Aufgabe entsteht, eiiio grOssoro Zulil vosi (dfior klc.iiuii’fni zii 
subtiahiieiij so kann diesclbe iiiclit nudir dni'oh (duo positive gauzes 
Zahl geldst werden. Auf cinera 8tandpinikt(! , auf d<!in nuui iinr 
positive puze Zalilen kennt, bat man dnlit-r dio Altoniativo , eat- 
weder eine solcbe Aufgabe als unnuiglieh, ala uriKlabur zn bc- 
zeichnen, und damit dom Fortscliritt dor VVissonsrliaft natdt diosor 
Richtpg hm eiue Sebranke zu setzen, odor abor di« M(Vlicdd«)it 
der Aufibsung jener Aufgaben dadurcb hcrbcizurtihrcn , daaa man 
solcbe mathematischen Begriffo*, wek-Iio die Aufgabo zti Idstm vor- 
raogen ala none Bepiffo cinftllirt. Auf dioso Woiho oiilHtolion 
duioh die Subtraction die negativoii Qrdsson als DiHoronzi'ii ziiDllcliat 

clor Subtraboudus grosHor 
rst, ala der Mmuendus. Hire Exiatonz imd Ikuioutung fiir din roitio 
M^hematik lat dann niebt etwa in eiuom Gogon^tzo zwiBchon 
Rcchts imd Lmks, Vorwarts iind liUckwIlrtB, Bojaliung tiiul Vov- 
neinung, Vermbgen und Sclmtden odor in irgond oim 3 r iliror man- 
nigfaltigen Anwendungen begrtindet, sondern Icdiglicli in dm- Dofi- 
nition, durch welcbe sie eingeftihrt werden. 

Wenngleicb nun aber in rein bogriffliclior Boziobutiff in f!,.,, 
negativen Grbsaen ^ichts Unmbgliclioa liegt, so kann es tioh doeii 
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Geraden a seakrecht ateht ”und -i ^ voratehon liabo, wolohn auf dor 
scheint ma ein sonderbL-er ® 

Moniuda (a. a, 6.V eitiiffe liSchaf Wmigatona thflll; 

Wonu aber Jemand in der claraaliepn 7 ttoaRellieii mlt. 

die fiir iinmbglich gebattetteti imairinHren"!a!.K^’''^ Idee kouimon konvito, 
wolleu, so durfte ttan sleh nich^fc ffoonietrlacli Uarstoller) zu 

Sonderbaren Geschmack fand! wenn er ein Mann war, dor am 

TaarlnlrirXm'e 





cincii H meiir uoiintien, ais in cier aiicieni, so ist ci.u-m folgeiulc 
rein mathematischo Aufgabo cutluiltcn : zwei Zahlon zn finclen, deren 
Siimme gleich 0, und dorcn J)iffc‘i'enz gleich 8 sei. Wird miii niir 
vorlangl', dass diese Zalilcii niatlicmatisclie licgrifl’e seien, oline die- 
selben auf eino besondore Art von matliematisclien Begriffen zii 
bcscliriUikeii , nnd sind fcrricr vorher die negativen Grussen diircli 
Hire Definition bcgritriich festgcstellt worden , so liegt die Ldsbar- 
keit der rein matlicmatisclion Aufgabo auf dev Hand ; wie Jeder 
sicht, sind die positive Zalil 7 und die negative Zahl — 1 die- 
jenigen Grtisson , wclclie dor Aufgabo gentigen. Nichts desto we- 
nigor ist die nrsprilnglieh gostellto Aiifgabe zii losen nnmoglicli, 
deun in derselben wird verlangt, dass jede der gesuchten Zahlen 
eine Anzahl bedeuten soil, also notliwendig positiv scin muss. Liige 
nun die Unmdgliclikcit niclit so otfon da, wic bei diesem einfaclien 
Bcispiclo , BO wilrde das Anftroten der negativen Zalil — 1 die 
IJnltisbarkeit der Aufgabo zii 'Bago bringen. 

Gauz dieselben Uiustaudo treten nun bei jeder andevn indi- 
rocten Operation aufs Neuc ein. Die nachste iiidirecte Operation 
ist die Division. Stellt man die Aufgabe, oine ganze Zahl in eine 
andere zii dividireu , wolelic nicht ein Vielfaches der ersteren ist, 
so entsteht die Unmdgliehkeit, diese Aufgabo durch positive odor 
negative gauze Zalilen zu Uisen. Der Fortselnitt der Wissenscliaft 
erfordort also wiedcr, die Moglic.likeit dor Liisnng dadurch herbei- 
zivftlhren, dass man die dnzii uotliigen Grbsson oinflihrt und begriff- 
lich foststollt. Diese neuon Bcgrifib sind hier die rationalen Brtiche. 
Aber auch hier kaun dor Fall eintreten, dass das Aiiftreten der* 
solben die Uimidgliclikeit der Losnng oincr Aufgabe knndgiebt, 
namlicli wiederura dann, wenn die Natur der Aufgabe die Lbsung 
durch die noucu Begritfe nicht gestattet. Als ein Beispiel diene 
folgcnde Aufgabe: Durch ein in ciner Maschino Oder einem Uhr- 
werko bofindlichcs Bad, welches 100 Zilhiio besitzt nnd in der Mi- 
nute einmal umliluft, soil unmittolbar ein aiidor^s Rad so in Be- 
wegung gosetzt werdon, dass dieses 12 Mai in der Minute umliluft; 
man fragt, wie vielo Zilhno man dem letzteron Rude geben muss. 
Die hier zu Grundo liegendo rein matliematische Aufgabe besteht 
einfach darin, 100 durch 12 zu dividiren, und sind die Brtiche 
einmal bcgrifflich fostgostollt worden , so hat die Aiifltisimg keine 
Schwiorigkeit, sie liefert 87a- AiiRroten dieses Bruches aber 
zeigt zuglcieh die (Iinniigliclikeit an, die nrsprilnglieh gestelltc Auf- 



wo n eine positive ganzo Zahl bedeutc, so ist die Aiifgubii, eino 
dieser Gleichung entspi'eeliondo Grosso x zn tindcai, diiroli ganzo 
Zahlen oder rationale Brtlehe riiclit mclir lusbar, sobald a niclit tlio 
nte Potenz einer solchon Griisso ist. In diosom Fallo (n‘(t also 
wieder die Nothvvencliglccit ein, die Aufgabe dureli Eiiifdliriing uniuir 
BegrifFe Idsbai zu maclien. 1st nun cntwedei’ ci positiv, odor wcaiii 
a neptiv ist, n eine ungerade Zalil, so sind die non einzufdiirotKlou 
Begnffe die irrationalen Grdssen ; ist abor a uegativ uiid zugloioli 
n eine gerade Zald, so entstehcn ala iieiio Bogriffe die ImaginjlriiU 
Grdsseu. Es liegt nun cbenso wenig die IJnrniigllclikoit voi-, dioHf! 
letzteren begnfflich festzustellen, wie die irrationalen Griisson oder 
wie frflher die rationalen Brllclic iind die negativo.n Griksen, {|(Min 
bei keiner der bier aufzustcllciidcn DoHiiitionen stcisst man aiifeinon 
unieren Widerspruch. Wenn cin soldier ointrlite, weiin Eigenacliarten 
mit einander in Verbindiing gesotzt wtlrdon, von diitieu binvioKou 
weiden kann, dass sie nidit mit einander bestolien kthiiien , dann 
.dlerdinp hat e man cs wirklich mit etwas IJnmiiglidiem zu tliiin. 

ebenes lechtwinkbps gleichseitiges Dreieck an. In dor That wird 
bewiesen dass em ebenes gleicbseUigcs Dreieck nicht zugleieh 
i^^htwmklig sein kann. Hier Iftgo also wirklich otvvas Unrndg. 

von nogativea Ordascn odor 

von Biaehep bisweilen die UnmOglichlceit einor Aufgabe kmid aii'bt 

ade von del Lange 2 soil in zwei solche Theilo gethoilt wer- 
den, dass das aus ilmen gebildete Reclitook den Inlmlt 4 liabe 

B sung, nadl^deifn die imagmaren Grdssen einraal begrilTlicdi 

raabndeih integcam untas bmotlonom algobraican i 

PSg. 4. Nate, 



sind. Niomit man abcr nuf die ursprtingliclio Aiifgabe Hiicksicht, 
vvonacb die gesiiebtcii Gi'ossen Tlieilc ehier gcraden Liiiic bcdcuteii 
sollen und daher roollo Gi'bsscn seiii mttssen, dann ist die Aufgabe 
zii loseii iiiimoglicli, well das grOssto aiis zweion Tlieilen der Linie 2 
gcbildote Keclileck don lohalt 1 bat, und dalier ki;ines don Inbalt 
4 baben kaim;, und diese Unmyglicldceit wird bier dnreb das Auf- 
treten imagiiuli'or GrOssen angezeigt. Mmiiucla*) ]iat dies namliebe 
Beispiel als Boleg fUr die Ansiebt gcwiiblt, dass in dor Unmoglicb- 
keit ciner Aufgabo iibcrhaiipt die Bedoulung und Entstehuug der 
imaginareii Grosscn zu auobon soi, hidcm sie dann auftrateii, wenu 
man eine Aiifgabe stello, weldie eine unmdgliclie odor absurdc 
Fordening entbalte. Wir baben geaelicn, dass ganz dasselbe aucb 
von den negativen Grdssen imd den Brvicben bebauptet \Yevdon 
koniilc, mid tlio Worto: ,;Ainai toutes les fois qiie la resolution 
d’lia probldine coiidiill ii do Bcinblablcs expressions et que parmi 
les differoiitcs valours de rincoimiio il n’y on a que de telles, le 
probleino, on pour mioux dire, ce qu’on demande est impossible. 
iiiid vvoiterbin: „Lo probleme, qiii conduirait a une pareillc equation, 
serait impossible oii ne prdsenterait qu’iine demande absurde“ lassen 
‘sicli fast wbrtlicb auf die beiden frUber angefilhrten Beispicle an- 
wendcii, in doiien die Unmoglielikeit dor Aiifgabo diircb eine nega- 
tive Zabl und durcli oinen Brueli angozoigt wiirde. 

Aus deii vovigen Ercirterungen erhcllt, dass die iraaginaven, 
die irrationalen, die rational gebrochenen und die negativen Grossen 
cine gcraeiiisainc Entsteluingaart baben, nilmlieli durcli die indirecten 
Operationeu, bei ■\velo.lien ilire Eiiifillirung durcli deu Fortsebritt der 
Wissonscliaft nolhwoiidig gemaeht wird. 8io alle finden ilire Existenz 
in ihrer Doruntion begrilndet, welcbe boi keiner etwas Unracigiiches 
in sicli sebliesat; bei alien aber kann es Fiillo geben, wo ibr Auf- 
treten wogon der. besondoron Natur der Aiifgabe die Unmoglielikeit, 
diese zii Ibsen, kiitiil giebt, 

Elie wir mm zu uiiserom cigcntliclien Gegeiistaude tibergelien, 
sei noch cine Bomerkung ttbor das Ecebnen mit den imaginliren 
Grbssen crlaubt. Audi liior kbiincu wir wiodcr an die ilineii ver- 
wandteii Grussen ankndpfcn. Jodosinal, weun in die Mathcmatik 
dll iioiior Bogrilf oiiigelilbrt wird, ist es an und fllr sicb in vieler 

*) Ilifjtoiru doK uuUlieniaUquea. Tome III. png. 27. 
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statthndeiiclc AiigcnioHig'iiitigkeit dor raatJiomatisclien biitze Jds.st aneli 
oine andre ICrsclioimmg in dcr Goscliiclite der Matlioniatilc begreif'on, 
niimlich die eino Zeit laiig so weit ausoinandergclionden Ansicliten 
liber die Bedeutnng der divergonteii Reilien. Da man g-ewolint 
war, last alle matlieinatisclien Satzo als allg’OTnoin gUltig zu bc- 
traoliten, so bcdiirftc cs lilngercr Zciif, bis die Uebei’zeiigiiiig diircii- 
(Iraiig, dass bci den Reilienentwicikcliingon die Resulfato iiur imter 
gewissen bescUrllnkenden Bedingungen Goltimg haben , and dasa 
(iberhaiipt bci der Einfiilirmig des IJiieiidliclien in die Mathematik 
je,ner Gnindsatz nicht so imbedingt zur Anvvendung gcbraclit war- 
den darf, ^Yio sonst. 

Bei der Uebertragung dcr matlieniatischeii Oporatiouon auf die 
itnaginaren Grbssen iinclet min aber der obige Gnuulsatz voile An- 
wendung, inid cs ist vollstiindig nacligewieaen, dass dabci keinerlei 
Widersprliche eintreten. kls liegt nicht in der Absicht, diesen 
Nacliweis hior zu wicderholeii ; crvvahnt mag aber werdon , dass 
jencr Grundsatz, obwolil sonst stets befolgt, dock gerade bci den 
imagiidiren Grbssen nicht von jehor und allgemcin anerkaniit wnrde. 
Noch zu Euler''s Zeit waren die Mathematiker gar niclit darilber 
einig, was man unter dem Product zweier Quadratwiirzeln aus ne- 
g’ativen Grbssen zu verstcheu habe. JCnkr selbst solzte obigem 
Grnndsatzo gemilss, and wie jetzt allgcmein angenommen wivd, 
weini <t und /> zwei positive Grossen bcdeiitcii, 

[/^ — « , — h == |/^ n/j, 

also das Product dicser beidcii iinagiiuiren Grdsscn einer reellen 
Grdsse gleich. Dies wurdc aber nicht allgcmein anerkaniit, vicl- 
mehr glaubto Emerson^ ciii eiigiischor Matliomatikor, dass man an- 
nchmen milsse, os sci 

Y~~ a , h = Y~ ah, 

well cs absurd sci, anzunehmeii, dass das Product zweier unmog- 
libhor Grclssen nicht auch unmoglich sci ; und J-Iution sagt in seinom 
mathematischen Wortcrbuclic dass zu seiner Zeit die Ansicliten 
der Mathematiker liicrtlber zicmUch gleicli gclheilt scion. 


*) Hullon, Matlicrnatical dictiouary. 171U>. 



s = a; _|_ iy 

bringen, in welcliev x iiiid y roollo Gro.'Scui bcibiiiltiu. I'iiiK; (iriinno 
vou dieser Form bat Gaumi eino complcxo Griwsf' gi'iumni, **) 
indeiri er diesen Nameii dcr allgcmoiiuni Oodoutiuig, wuunch iUt- 
sclbe cine ii-gend wie aiis iingloicliartigcn Tlioileo y.iiHunimeugCHct/.te 
Grdsse bozeichnete uiid in diosor licdculiing f'nllier liic iind ihi 
angeweiiclct wiirde, entkleidoto und ihn ziir Bezoiclimiiig dor bcnou- 
dereii urigleicbartigeii Zusammc-iiBotziuig vorwoiubito , bci wtdelic.r 
eine Grosso aus eiiiem rcollon mid oiiicm itmigiiillrcii I'lioilc, die 
dnrch Addition verbunden sind, bcatebt. 

Die complexen GrOsson umfassen ziigleich die reellt'ii mil, 
uaralicli in dem Falle, dass die reclle OrdBao y den Worth Null 
hat. Wenn dagegen die andro roello Griisso x gkdcli Null ial, 
also ~ die Form 


Cl 

bat, pflegt man die comploxe Grdsso rein iiiuiginiir ?,u nenmui. 

Wenn ni dcr Grosse s = .r -[- iy die beiden roollen (irdaBon 
x und y, Oder miudeslens cine von ilnieii, vorilndorlicli ist, ho neimt 
man « eine complexe verandorlicho Greisso. Daniit eine 
solclie den Wertb Null e^balte, ist erfordorlich , dass beido reolle 
Grbsseu a: und y zugleich versohwinden, woil es niclit radglieli int, 
dass .sich die beiden. uugleicbartigen Grbssen, die roello, y, und dio 
imagmare,^^^/, gegenseitig aufheben. Dagogen gonllgt os ziun Uu- 
endbchwerden dor complexen Grd^^ wenn luir oiner ibror beidem 
reelieii Bestandtheile, -iP Oder y, iinendlich wivd. Ebonso tritt in c 
eine andere Untorbreoluing der Stetigkeit ein , sobald luir oino dcr 
reellen Gros^en a; odor y eine solclio erleidet. So lange abor 
und y bevde 81^ stetig ilndern, nennt man aueh oino 

tetrg yoranderliche complexe GrSsse.' 

_ Seboo die Betrachtung der reellen Verftnderlichon und Hirer 
Functronen \yird durch die geometrische Darstolliing derselbon wo- 
seithoh erleicht^ort und apschaiilich gomaciit. Dies ist mui in 


togeiisis, Vol. Gowuitteut. Booiotatla Gc 



Erster Abscliiiitt. 


(jieoinelri.sehc Diinsfellimg der iniJi^'inuren GiilsstMi, 


§ 1 . 

Ura sicli von einer rcellcn veriindcrliclien Grdsso oin geoino- 
trisclies Bild zu maclien, dcnkt man sich bekanntlicli cincii Punkt, 
der sicli auf einer geraden Liiiie bewcgt. Auf dersciben , die wir 
die y-Axe odcr auch die llaiipt-Axc nenncu wollen , ninmit man 
einen fosten Piinkt n (den Niillimnkt) an und stellt den Worth 
einer vcranderliclicn Grcisse x diirch den Abstand eiiios auf der 
.r-Axe liegenden Piinktes p vom Nullpunkte o dar. Oaboi nimint 
man zugleicli auf die Kielitiing, in Avelchor die Streeko von o 
alls gereclinet liegt, Rllcksiclit, indem ein positive!* Worth von a: 
durcli eine Streeko nach der einen Seito (etwa nacli reelits, 
wonii man sicli die .r-Axe horizontal liegend denkt), ein negativer 
Worth von x dagegen duveh eine Streeko nach der aiidern Seito 
(nach links) repritsentirt wink Weiin nun x seiiien Worth ilndert, 
so ilndert sicli aueh- die Strecke op, indem der Punkt p seine Lago 
auf der x-Axe iUidert. Man kaun dahor entwoder sagen, dass durch 
jeden Worth von x die Jjago cinos Punktes p auf der a-Axo ge- 
geben ist, oder dass durch ilin die Lilnge einer begrenztea Geraden 
in einer von zwei einaiider direct entgegengesetzten Riclitungen bo- 
stimrat wil’d. 

Eine coinploxe verilndcrliche Griisse s — a; -j- ly hangl nun 
von zwei giinzlich von einaiider unabhilngigcn reollon Verilnder- 
lichen x und .v Zur gcornetrischcn Verbildlichung einer coni- 
plexen Grdsse wird daher ein Gebiot einer Dimension, eine gorade 
Lillie, nicht melir ausreichen , sondern es wird dazii ciiies Gobietes 
vou zwei Uimoiisionon, oiuor Ebene, bodttrfcn. Man kann mm die 
Art der Verhiiderliclikeit einer couiplcxen GrOsse dadiireh wieder- 
geben, dass man aniiimmt, es werde dureh einen comploxen Worth 
s == a,' -f- iy ciu Punkt p der Ebene in der Weise bestiinmt, dass 
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seme rcclitwmkiigcn (Joorilitiaten in niif zwci in i-;!,,..!, 

fest angenommenc Coordinaien-Axcn din WVrtlm dnr mdlnn (IruHHn 
y liabcn Zuorst nanilich selilioHst diene Darnfellniigawei., 
die del recllen Veranderliclicii in sicdi , tletin anlmld ; m,\i .^y 
y == 0 ist hcgt der darsfollcnde Pimkt /, nuf diT h\ 

konnoii sick fenier die- Cooi-dinaten doe P.mkteH g.-mde win dii 
vmandeilicien GrOssen .r imd //, jedo von der andereu gany. tmab. 
angig' andern, aodasa der Pimkt /> acn’iie fnt''’e in der b'ltetif* i 
^en Riclitun^n l.in .ndern kann/ KrknnMni: Hmi d:;:;:;:;: ! 
^ds en .ymd 2/ constant bleibon, wiihrond nur die aiulero il.m, 
eitli andert, m diesem Fallo wfirdo der Pimkt p nine der r- mler 
I Gerade besclireibeu. Kndlieh ial 'uudi iim 

reolitwinkligt'^Cooriiiiatel I’liiiktcs 

sofolgi ^ = >'«08 9> y^.mcr, 

... 2 == r (cos (/) -j- i sin (p)^ 
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Ahschn. 1. (Jeometr. Darstellung rl. iinaginiiren Grosscn. §2. 13 


f auf doren Lage in dei' Ebenc cs aber welter nicbt ankommt. Zwei 

i begrenzte gerade Linien in eincr Ebeno nnterscheiden sicb njimlich 

- eigentlicli vollstandig in clrei Stiicken, in ihrer Liinge, ihrer Rich- 

r tiing nnd ihrer Eage, d. li. der Lagc dcsjenigen Piinktes, von wel- 

' cliem man die Slrecke als boginnend annimmt. Man kann nun 

I aber von zweien dicaor Untersciieidungsmerkmalc abstraliiren nnd 

zwoi Strccken als gleich betraclitcn , wenn sie nur glciclie Lllnge 
^ liaben ; dies gosobieht bei der Darstcllimg der Strecken durcb reelle 

i Grosscn. Bei der Darstellung diircli complexe Grdssen aber ab- 

y strahirt man nor von dem drittcn Unterscheidungsmerkmal, dor Eage, 

nnd uennt zwei Strecken dann nnd nnr dann gleicli , wenn sie so- 
f wohl gleiche Eilnge als auch gleiclie Richtnng habcn. 

fr; Da dor Modul eincr complexon Grbsse die absolute Lllnge dev 

y goi-aden Linie angiebt, welclio jonc Gr<)sse reprlisentirt, so ist dcr- 

f sclbe dem absolnton Worthe einer nogativen Grosso analog nnd 

1. dicnt als Maaas bei dor Vorglcichung complexer Grossim nntor 

f ■ cinander. 


§ 2 . 

Die Eigcnscliaft complexer Grosscn , dass eine Verbindnng 
zweicr odor melircrcr dersolben dnrch mathematisclio Operationon 
immer wiecler auf eine complexe GrOsse ftllirt, hat ziir Folge, dass 
wenn man gegebene complexe Grdssen durch Punkte clarstellt, das 
Resultat Hirer Verbindnng sicli wiedcr durch cinen Punkt darstellcn 
lllsst. Wir wollen mm ira Folgendcn die vier orsten algebraischen 
Opcrationen , die Addition , Subtraction , Multiplication nnd Division 
duvchgehen nnd nntersnchori , wic sich die ans dicsen horvorgehon- 
dcii Piinkte georaetriscli finden lassen. Dabei sollen die einzelnon 
Pnnkte immer mit dcnselbcn Buchstaben bczeichnct werden, wic die 
durch sie dargestclltcn complexon Grosscn ; der Nnllpunkt, welcher 
den Worth Null darstcllt, wordo mit « bezoiehnet. 

1. Addition. 

Siiid 

n = ;r ly mid 1 ’ == X -]- iy 

zwei complexe GrOssen, und bezeiebnet man mit w iliro Snmme, 
so ist 

10 = 11 — j— V = (3‘ — j— X' ) — j“ !■ iy 1/ )• 

Dor Punkt w luit also die Coordinaten x -j- x' nnd y -|- y. Dar- 
aus tblgt, dass or der vierte. Eckpunkt des Pavallelogramms ist, 
das aus den Seiten mi nnd ^ gebildet werden kaniij odor dass 



y dio Diagonale oi« dicsos Parallelogramms 
chtiing dargestellt wii^ (Fig. 2). l)n dio (}o- 
raden im mid av glcich nnd dirwi, 
parallel siiid, nnd dalier nir eben- 
— fulls dureh die complexn (Irriaae v 
/ dargcsfcDt wird, so gelangt man 
zu dem nilniliclien Fiinkfe >i\ wenn 
man an den Kndpiinkt u dor orat(‘n 
/ Geraden, on, diozH'oifc 7>7 in ilircn* 

gcgebenen Kiclitiiiig nnd I.jlngo 
anfligt, Dieso Art dor Ziisainnien- 
setznng^ oder me trine bon 
Addition gerader Litiieii ist 
on der Betracbtung imaginilrer Grdssen von 
: worden. Die Snmmo v. -}- v ist Iiieriiaeli dio 
►reiecks, desscn andere Seifcn diireh n nnd v 
Da nun in jodem Dreiecke cine Hcito klciiier 
ler beiden andern, mid die Lfingen dor Seilen 
er complexen Gnissen angegobcn wi'nlmi , so 
IS der Modal dor Siimme zwcier compb-xor 
ds die Sumrae ilircr cinzolnon l\Iodtdii; 


2. Subtraction, 

Die Subti-action zweicr Punkte eri 
Addition ; denn soli ^ 


*) Mo'hius. 


Ziisammeu&etznng gerader 
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rallel zieht. Da es nun wieticr 
auf die Lage einer Gcraclen iiiclit 
ankommt, sondern nnr auf ihre 
Lfingo iind Riclitung, ao stellt die 
Differenz u — die Gerade vu 
ihrei’ Lftnge und lliclituug iiacli 
(njimlicli von v nacli u) dai’. Die 
Conslj’iiction zeigt, dass u in der 
Mitte der Geraden wm liegt. Nun 
folgt aber aus 


Fig. 2. 



w ■— U — [- U , 10 =11 0 

w 4- ii>' 

also bildet ein Punkt immcr den Mittcipunkt der Vorbin- 

dimgsUnio der Punkte w und w. 

Filllt der Punkt u mit dem Nullpunkt zuaammcn, d. b. ist 
n == 0, so wil’d v' = — y. In diesem Fallc lint man von o aus 
einc der Geraden ro in Riehtung und Ijiingo gleicdie Gerade zu 
zielien , und dalicr liegt der Punkt — v dern Punkte v diametral 
gcgentlber und in gleielier Entfernung vona Nullpuukte wie der 
letztoro. 

Dio Subtraction biotet ein Mittel dar, Pmikfc auf einen andern 
Nullpunkt zu bczielien. Denu es Icuclitct ein, dass ein Punkt zn 
einoni Puukte a gerade ao liegt, wie z — a gegon den Nnllpunkt 
(Pig. 3). Setzt man dann 


— (I, r (cos (p i. sin </*), 


so bedeutet r die Entfw'nung 
rt'g, und cp die Neigung der Go- 
vaden az gegon die ITauptaxc. 
Die Einfdhrung von z = z — a 
Oder die Substitution von s 
ftir s verlegt also den Nullpunkt 
nach a , ohne jedoch die Rie.li- 
tung der Hauptaxo zu ilndern. 


Fig. a. 



JC 


3. Multiplication. 

Wir benutzen bier den Ausdruck ’dor complexen Grfiaacn dureb 
Pol arcoor d i n a ten . Sci on 

It = r (cos (p -j- i sin cp') und v = r (cos cp' -j- i sin cp) 

zw(!i durch ihre Polarcoordinatcn gegebeno Punkte, und w ihr Pro- 
duct, so ist 
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w = u.v == rr (cos (r/) -f- (p) -{- i sin {(p (p)\ 

Demnach bildet^ der Radius Voctoi* von w rnit dor Ifanpbixo den 
Winkel (p -f (p\ und seine Lilnge ist glcicli deni Prodiiot dor 
Zalilen r und r, welcho die Lilngen der lifidion Voo.(f)i'('n von n 
nnd » angeben. Hieraus gelit liervor, dass di(! Lage des Pmikto.s 
w Oder u.v wesentlicli von der als Lilngencinlioit angoiiotniuonon 
Geraden abbangt, wahrend die Lage von ?/ -j~ ?; und — ,/vou 
dieser Langeneinheit unabliiingig ist. Dies Ilegt aiich gaux in 
der Natiir der Sache, denn vergrcissoi't man in v und v die* Liln- 
geneinheit in dem Verhaltnisso von 1 zn q, wo p irgond cine reollo 

Zalil bedeute, so werden die Radien Vectoren von u -I-, v mui n r 

in demselbeii Verhaltnisse vorgrossert, der Hadius Vector von v „ 
dagepi irn Verbaltnisse von I zu (;2. Man nehrne dalier aiif d(‘r 
I^sitiven Seite der Hauptaxe einen Pankt 1 so liegend an , dans 
cl gleicli der angenommenen Langonoinlieit ist (Pig. 4), Dji 
dann aus der Gleiehung , 


die Proportion 
Oder 


ov> = r.r 
1 r =s r : ] 


» , , - , cl ! OM = or : oil) 

tolgt, und aiisserdem 

^ vow =; 1 nu 

ist, so ist die Lage des Punkfes w dadiircli zu couHtnuron d-ms 
man die Dreiecke wo und Ion gleiclistinimig almlicli inacht ’ St'att 
dessen k nn e man natUrlich auch die Droiod<o uc. uniril glei : - 
stimm.g alinbcb maclien, was sich analyliseli dadiircl. n .uiiLlii 

W = u.v 

kann man ebenfalls eine Proportion zielien, nllmlich 


daher stehen die Geraden m ,- 7 " — "■ 1 

RicMnnj beritcksicMigt. ?„ Pl.„r„;.fi"„n '"‘i’ 

Vorigen eraiebt sieli liim P • In Veibindung mit deal 
felosa, in Rticksicht ihrer Kci'ado Linien iiiclit 

Ricbhng tinIderieS Z I" ^ 

raden dann- und nur dann in ^ 

bloss ihrer Unge Lh nLL^^^ 

gleiche Winkel einschtiessen • S’ntI » sondern auch paarweiao 

s=:::5 r 
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zu finden, welclie Dreiecke man oin- I’jg. 4. 

ander a.hiilicl) zu maclien babe. 

Ist in dem Product u.v der 
cine der beiden Factoren reell, z. B. 

V, imd bezeiolmen wir ihn in dieaeni 
Falle durch «, so liegt der Punkt « 
auf der Hauptaxe, und daber ergiebt 
die vorber angegebene Construction, 
dass der Punkt «.u auf der Geradeu 
ow liegt und zwar so, dass sein Ra- 
dius Vector das a-facbo des Radius 
Vectors von u ist. 

Hiernacb ist die geometrische 
Bedeutung der Multiplication folgende : 

Wil'd eino Grosso u mit einer reellen 
Grdsse « multiplicirt , so wird da- 
durcb nur der Radius Vector von im Verbilltuisse von 1 zii a 
vergrdssert; wird aber u mit einer coinplexon Grosso v uniltiplicirt, 
so wird dor Badiiis Vector von n. niebt bloss iin Vorbilltnisse von 
I zu mod 0 vorgriissi'i't, solid- rn nucb zugloicli inn don Neigungs- 
winkcl von v nach der Eicbtung gcdrelit, nacb welcber die Nei- 
gungawinkol wacbsen. 



4. Divisioa. 

Diese crledigt sicb umnittelbar durcb die vorigon ICrgobnissc. 
Donii soli 

/■ « 

XD C=S=3 

V 

scin, so zieht man bioraus die Proportion 

1 • X(} = V u 

und bat daher die Dreiccko low und vou gleicbstimroig abnlie.b zu 
macben (Fig. 4). Die gooinetriscbe AusfUbrung dor Division von 

u durcb y bestobt also darin, dass dor Radius Vector von w iin 

Verbllltnisso von 1 zn mod v vcrkloincrt und zugleich urn den 
Neigungswinkel von y nacb der Riebtung gedreht wird, nach wel- 
cber die Neigungswinkel abnehmen. . 

Wir wenden nun die vorigen Betrachtungen nocb auf zwei' 

Aufgaben an, die uns im Spateren von Nutzen scin werden. 

Krstens. Seien z, z und a drei gogebeno Grdssen , also 

aucli drei gegebene Pimkte; man soil einen viorten Punkt to so 
bostinamen, dass 

z’ — z 
z — a 

llut&He, I’uflct, oomiil, Va*. !4. AuU, 


2 
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=> 7<, 2 — a ~ V, so fiiulet man 
n man ou gleich mul paralkil 2-', 
und ov gleich und puralkd az 

zieht. Nun ist w ^ ” odor 

1 : w 0 u] dahor orhillt man 
w, wonn man 

/\ Ifrtfl vou 

maclit. Hioraiis kann nun auch 
ein Ausdruck fdr die Ordsse w 
abgeleitet worden, dor aus don 
Seiten zz und ai und doin Winkol 
azz des Droiockea uzz g{*l>ildet 
ist. Bezeichnet man nknilidi 


diesen Winkel mit a, so ist 


und der liichtungscoofficient 


to ~ =~ ( — cos a 4- i sin a) 
asi 

In dem speciellen Fade, dass az senkrecht auf zz 
und dann erhalt man 


besteht? (Fig. 6). Man hat hier unraittelbar die Proportion 

® — z : z" — z <== w w : w'' w ] 

und da diepifferenzen die Abstande der entsprechfendon Pun 
Bezug auf Ltoge uttd Richtung bedeuten, so foigt augenbib 
dass die Dreiecke n » 

Tlnd to' lo w" 

gleichstimmig abnlioh sinill 
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Wir breclien diese Betrachtiin- t'ig- c* 

gen hier ab, indem wir die Con- 
struction der Potenzen als ftir uusere 
Zwecke nicht notbwendig Ubergelien. 

Bei reellen ganzen Exponenten ergiebt 
sich dieselbe tlbrigens unmittelbar aus 
oiner wiederholteii Anwondung der 
Multiplication.*) Nur eine Bemerkung 
moge liier noch Platz finden. Wenn 
man irgend eine analytische Beziehting 
zwiachen beliebigen GrOssen hat und 
die auf beiden Seiten der Gleichung vorkommenden analytischen 
Operationen geometriach ausfiihrt, so wird man durch zwei vor- 
schiedene Constructionen zu dern nilmlichen Punkte geftihrt. Da- 
her iat in jeder analytischen Gleichung zugleich ein geometrischer 
Satz enthalteu. So llberzeugt man sich z. B. leicht , dasa die 
Identitat 

M + V , U V 

= a 

2 ' 2 

■den Satz liefert, dass die Diagoiialen eines Parallelogramms sich 
gegeiiscitig halbireii.^*'^) 




§" 3 . 

Dio besprochene Art, coraplexe Werthe durch Punkte in einor 
Ebeiie geometriach darzustellen, gewllhrt nun auch ein anschauliches 
Bild von eiiier complexen stetig vernnderlicheu Grosse. Denkt man 
sich namlich eine Keihe stetig auf einander folgender Werthe von 
3 == a: -j- iy, also auch eine Reihe stetig auf einander folgender 
und zusamraengohdriger Werthepaare von x und y, und stellt jeden 
Wertli von s durch einen Punkt dar, so werden diese Punkte oben- 
falls eine stetige Aufeinanderfolge, d. h. in ihrer Gesammtheit eine 
Linie bilden. Wenn daher die Variable z sich stetig andort, so 
heschreibt der darstellende Punkt z eine ununterbrochene Linie. Da 
sich dabei die reellen Veranderlichen x und y jede ganz unabhangig 

'*) Fill’ beliebige Potenzen rnSge auf einen Aufsatz : „Ueber die gco- 
nictrische Darstellung der Werthe einer Potenz init complexer Basia und 
conipk.'xoTn Exponenten" (SchlornilcJt’s Zeitschrift fiir Mathoinatik und Physik 
Bd. V. pag, 345.) verwiesen werden. 

**) Uober die woitere Ausfiilirung dor hieiuit zusammenhringondou 
Bctraclitungen sei auf die bemerkenaworthe Abliandluug von Sietieck; 
Uober die graphische Darstellung iinaginarcr Functionon (Crelle’s Journ. 
Bd. 55. pag. 221) verwiesen. 



2 
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20 Absclin. 1. Geometr. Darstelhmg ci. imnginslrwi OrikHon. § a. 

von der andern andern kSnnen, 80 kann auch dor <lar8tts!!t;n(lo Punkt 
2 jede beliebige Linie bescbreiboii. Ilioboi verdieiit bnsondcra bor- 
vorgehoben zu werden, dass es zur Stetigkeit der Veranderung von 
2 durchaus nicht nothwendig ist, dass die von dem daratelleuden 
Punkte beschriebene Linie eine nacli einem und doinaelben matlie 
matischen Geaetze fortgehende Curve sei, d. h. daas die ganz; bo 
liebige Beziehung, in welcher a? und «/ an jeder Btello m oijiandor 
stehen mflasen, immer durch dieselbe Gleiebung (oder tlberhaupt 
durch eine solche) ausdrflckbar sei. Damit die VerEnderung von s 
stetig vor sich gehe, ist nur erforderlich , dass die Linie eincu inv 
nnterbrochenen Zug bilde. Einige Beispielo mdgon dlcss erlllutorn. 
Denkeu wir uns, die" Verandorliche s beginne ilire Verllnderung init 
dem Werthe 2 = 0 und gelange, nacbdem sio nine Reihe vou Wor 
then durchlaufen hat, zu einem reellen positivon VVertho o, wfdcbei 
durch den Punkt a (Fig. 7) auf der x-Axe dargestellt werden mdg(^ 

indom die Entfcrnung «« ca « 
Fig- 7. sei. Nun kann die VerEndorliohe 

. - 2 (so drUcken wir uns kurz aus, 

p anstatt zu sagen: der bowogliche 

Punkt, welcher den jedesraaligen 
\ Werth dor Variablon a darstcdlt) 

/ j auf sehr verschiedonen Wcgon 

<r von 0 naoh a gelangen. Erstlioh 
kann sie zwischen « und a nur 
reelle Werthe annehmen; dann bleibt ?/ constant = 0, und x wttohst 
von 0 bis a. Die Variable beschreibt die Gerado oa. Zwoitens 
durclilaufe die Variable 2 die aus drel Seiten oines Htfchtecka be- 
stehende gebrocbene Linie oJ3Ca, be! welcher o.B ^ h sol. Dann 
ist X von 0 bis B constant = 0, und y wttchst von 0 bis so- 
dass in B, z ~ %b ist; alsdann bleibt y auf dom erlangten Werthe 
h stehen, und a; wEchst von 0 bis a, aodass z in C den Werth 
a-\-ib erlangt; endlich, bleibt von, C bis a nun x constant =» 0 , 
und y nlmmt von b bis 0 ab. Brittens mage die Vai-iable s 
zuerst auf der Hauptaxe von 0 bis geben und dann einen um 
den Punkt als Mittelpunkt mit einem Radius — y^a bescbrio” 
beuen Halbkreis durchlaufen. Wir zeigen an diesem Beispielo zu- 
gleich die Verlegung des Nullpunkts. Wcgon der um den Bunkt 
Vifl beschriebenen Kreisbewegung wird nEmlich der Gang, der reollen 
Variabeln einfacher, wenn man setzt 

^ SP + 

Alsdann werden die Radien Vectoren votr dem Punkte ^La me, 

i. -VT:---. •• ' ^•r . V / M . 4^ 


gerechnet. Nun ist hn Kull^^^^ 2 = Q, also / «» — 8/^a, nod 




daber r = 9) ^ Auf dem We 

dann rp constant = tt, lind > nimmt von 


von 0 bis Vs« bleibt 
u bis ab, so dass 
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beim Beginn des Kreises % — — daher z = ist. 

Beim Durchlaufen des Kreises bleibt nun r constant — Yi®? 

9) nimmt von tt bis 0 ab, so dass in a, z — also z = a 

ist. Hiebei haben wir angenommen und werden dasselbe auch in 
Zukunft immer thiin , dass der Neigungswinkel (j> einer complexen 
Grbsse von der Richtung der positiven a;-Axe nach der positivon 
y-Axe bin waclise, und wir werden dieso Richtung die Richtung 
der wachsenden Winkel nennen. 

Man sieht aus diesen Beispielen, dass zwischen einer vera,n- 
derlichen GrOsse, welolio nur reelle Wertbe annehmen darf, und 
einer solchen, der man auch itnaginllre Werthe anzunehmen ge- 
stattet^ ein sehr wesentlichor Untcrschied stattfindet. Wahrend 
durch zwei bestimmte Werthe einer reellcn Variablen die Reihe 
der dazwischen licgenden Werthe, welcho die Voranderliche an- 
nebmen muss , ’ urn von dem ersten zum zweiten Werthe zu gelan- 
gen, schon mit bestinamt ist, ist dies bei einer complexen Verander- 
liohen keineswegs der Fall, violmehr giebt es unendlich viele 
Reihen stetig auf einander folgender Werthe, welche von oinem 
bestimmten Werthe einer complexen Variablen zu einem andern 
bestimmteu Werthe hinfaliron. Geonietrisch ausgedrlickt kann man 
sagen: eino reelle Vorandorlichc kann nur auf einem einzigen 
Wege von einem Punkte zu einem andern gelangen, ntlmlich nur 
auf dem zwischen denselben enthaltoncn Sttlcke der Hauptaxe. 
Fine complexe Variable dagegen kami man, solbst wenn Anfangs- 
und Endwerth reell sind, aus der Hauptaxe heraustreten , und auf 
unendlich vielen verschiedenou Linien oder Wegen von oinem 
Punkte zum andern gchen lasson. Wenn Anfangs- und Endwerth, 
Oder nur einer von beideii, complex sind, so gilt nattirlicb dasselbe ; 
.auch dann kann die Variable beliebige Wege einschlagen, um von 
dem elnen Punkte zum andern zu gelangeu. 


Zweitor Abscliiiitt. 

Von (left Fuiictiouen eiuer coinploxca Variablen Im Allg:emeinen. 

§ 4 . 

Indem wir nun zu der Botrachtung von Functioneu einer com- 
plexen Variablen ilbergolion , knlipfou wir zwar zunUchst an den 


SI 



i 


li. 
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aus den Blementen bokanntcn Bogri/T eincr Function von oiiior 
veranderlichen GrSsse an, wonach daruntor irgcnd oiu Aimdruck 
verstanden wird, welclier (lurch luathoraatiache Operatiom-n, die mit 
derVariablen vorgenommen wordeu, gebildet iat; worden nber dann 
diesen BegnfF einer Erweiterung zu unterworfen liaben. In fidilioron 
Zeit bezeichnete man mit dem Worte: Function cinor Grdaao iim- 
das was wir jetzt eine Potonz nonnen. Erst mit Johann Ihrmndli 
wurde diese Benennung in der erweitertoii Bedoutung angow(uulot 
dass damit mcht bioss die Potonzirung, sondern jede bclicsbigo nia* 
tbematische Operation oder jede Oombiimtion ictztoror bczticluic't 
wild. In neuerer Zeit ist es nun aber ndtbig gewordim dim in,- 
griff Function aufs Neuo zu erweitorii und von dor Existenz oinoa 
matbematischen Ausdrucks fUr dieselbe zu abstrahirou. VVoiii) nuin 
niimlich eine Variable durch eine andero ausgodrdckt hat sodnHK 
^ ers ere eine Function der letztoren ist, so ziugrJch ^ds 'C 

e n Weith (oder auch inoliroro Wertho) dor aiidorii mitsiiriclit 
Dieae Zusammengehdrigkeit der Wertho der Function cinerHcd s n d 
der-unabhdngigen Variablen andorerseits ist os min, drman Z 
zugsweise im Auge behftlt. Sie ist es auob die mv. n T 
tritt, wo w,r die AbhUngigkoit einor Qrdsse von einer nndorrir 
kennen, ohne jedoch. im Stande zu sein, das Gesutz dLei Ab hi 

ozzx ztr ““ 

angebei! ilTs” "/r 

mel, mittelst welcher man ffir flinA \ ^ abgoleitote For- 

nung bereobnen kiluote beBibsn l™PMatur diu Spnii- 

etaeB solohen mCmakobeTAZ,ri “f'‘' 
tigl, ai^Spannunri t “““ 

wed zu jedem Werthe der letatBrnn' botraohtuii, 

AebuUcb^erhdU es ail ei’Storen gehOrt! 

gdmeinen Sinne, d. h. mit J^'unctionen im all- 

stehen, dass eine Variable mit einer^aS^Z’ dadurch out- 

Gleicliupg verbunden ist. Man 

Grade bekarmtllGh nicht alJffemftin ^^eicbungen lidhorer 

Variable nicht.dUrclr Z aZer 

dass zu jedem Werthe dersdben Z woiss, 
der ersteren zugehQren, so Lnn Wertheu 

letzteren betrachten. t)azu kommt n Function der 

megen sie mathematisch ausdZkW^ Fiinctionen, 

cn ausdruckbar sein Oder nioht, eine, moisten 
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sebr gonijge, Anzabl cbai'aktcristiscbor Kigenscbaftcn besitzoii, diii'cb 
die sie vollstandig, oder docb bis auf eincn coiistanten Factor odtu* 
cine additive Constarite bestimmt sind. Man kaiin daber daun den 
Aiisdruck der Function durch die cbarakteristiscboii Eigenscliaften 
derselben ersetzen. 

Denkt man sicb nun einc Function inuerbalb einos gcwisscn 
Intervalles der Wertbe der unabbftngigen Variablen nur dadurcli 
bestimmt, dass zu jedem Wertbe der lotztercn der ziigebdrige Werth 
der erstoren gegeben oder willktlrlicb angenoininon ist, jodocb so, 
dass im Allgemeineii stetigen Aenderungcn der Variablen aucli 
stetige Aenderungcn der Function cntsprecbcn , so Iritt ein lluter" 
seined ein, je naebdem der Variablen in doin gogebenen Intervalb! 
nur reelle Wertbe zuertboilt, oder aiicb comploxo Wertbe init in 
den Kreis der Betraebtung gezogen worden. Im erstoren Fallc, 
wenn die Variable nur reelle Wertbe annimmt, kann man in der 
That die Wertbe der Function , welclio denon der Variablen zu- 
gobdren sollen, ganz willkUrlich wilblen, nnd die eincn den ambirn 
naob der Stetigkeit entsprechen lasson. Man kann dann auch 
i^mer eiuen ftir das botreffendo Intervall gdltigen anulytisehoa 
Aiisdruck filr die Function linden, woleber die Wm’lbe cU^r letzteren 
darstollt; nilmlicb, wenn dies nieht aul' aiulore Weise mdglicb scin 
sollto, so gelingt os ilocii slots raittelst dor Koibon, die naeh den 
Sinus und Cosinus der Viollacben eines Bogens fortsc-broiton. Bc- 
kauntlicb ist dies sogar dami nocb mdglicb, wenn die Function an 
cinzeluen Stellen Unterbrechungen dor Stetigkeit orleidet. Wenn 
nun aber complexe Wertbe der Variablen mit in Botracht kommon, 
dann stobt es nieht mobr frei, oine Uoibo stetiger complexer Wortlio 
willktlrlicb zu wilblen iiiul diose als die Wertbe oiner Function an- 
zuseben, wolebo einiu' stotigeii Wortbenroibo einor complexen Va^ 
riablen zugebdreu. Es tritt bier nilmlicb der besondore Umstand 
ein , dass wenn auch in einer complexen Variablen to aa « w 
die Grdssen u und o Functionen von don reollen Bestandtbcilon x 
und y dor Variablen s; ™ x -}- iy sind, docb doswogen w noeb 
nieht cine Function von x zu sein brauoht. Diosor Umstand soil 
zunilebst im Iblgcndon § otwas naber ordrtort wordon. 


§ 0 . 

Nebmon wir zuerst an, os liege als Function dor complexen 
Variablen s ^ a: -j- iy eiii Aiisdruck vor ; dann kann diescr wiodor 
auf die Form oiner complexen Grossc, also auf die Form 

to ~~ It ~j— iv 

gebracht wordon, worin n und v rooUo Functionen von x und y 
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citgitif r^'iSf”'"'* 

darin vorkommen. Es leuehtet tin “ '“”‘®'‘ ''"•'t'lndiiiig x O- ;, 

von a: Uiid y bilden kanu, in donon dil“ I“t“". 

* — .jt, 4. „2 2, , ; dies nicdit dor Eall j.i „ 

y, ^dernichtTOii ’x-f't/essiD? *‘n ^’’““(ioiieu von’ r'li,,,.' 

ate nicM P„„eti+r’ e 1” 7“"'“^“ ^'d"cU„„r 

* 0 debonerA„s^tk 7 r; 7 rt:"' 
z ^ Zrigtiriiir " 

- .7a;i 'zf. ZS;: 

von a sein soil, " <>““ »‘t wenn „, kunkcbst pCion 

^ ^ dw dz 
~dz dx 

^ ^ ^ 02 

% di dy^ ^ 


Oder da 


ist, 


!i 

0® 


S 5 =» 1 


!? 

0y 


^ =. dn, ^ 8 » _ , * 

Daker erkalt man ai. „„h, j. * ’ 

don von s sei, die 616^^®“'^'®® ®“*'"®““^ dafu,- dass ,„ p„„, 


dto 

^mgekebrt kann leirhf ^ 

«* «.« ... 

dw ==a I 0«/ 

, , a . dx '^~r a- dy 

Werth dw . 

. 9* SO erMit man 

. ^ dw s=z ^ / ; I . 

' , ' . " dx 4' * t^) 

■ . ■ 7 -.'- 7 :: 7 ; 9 m; 

^i«bWt man flh ®* 

;, , “»«■»«», and unteffioheldot 


dw 

dx' 
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die nach der Elimination gebildcten partiellen Differentialquotienten 
nach u iind z von den voi'ige)i durcL Klammern, so ist 

dm =- ihj -f- (^|-) dz, 

also wonii man dicseii Auadruck fUr dm von deni vorigen sub- 
traliii'tj, 

« - - (S)) "= - (|) 

Da nun aber (/// und dz ganz von cinandor unabbtlugig sind, so 
muss cinzeln 



dtO 

\f^zJ dx 


sell!. Daraus foigt, dass w nacli der Elimination von x auch die 
Variable y nicht mohr cntldllt, sondern cine Function von s .allein 

ist. In der That ist nun mit ™ gleichbedeutond , also wie 

oben ~ = y-. Demnach ist die obige Gleichuug 


. Bw 

By * dx 


(1) 


die nothwondigo iind hinreichendo Bedingung dafUr, dass m Function 
von X -|- iy ist. Hicraus ergeben sich auch Bedingungsgleicbungen 
ftir die beiden reellen Theile u und o. Substituitt man nilmlich 
u -j- iv fttr so erhalt man 


Bu . 8v I , Bv\ 

Qy “ 1 “ * fjy * * 1 “ * 

und dann diirch Sonderung des Keellon vom Imaginhren 

Bn Bv chi Bv 

dx By ’ c)y Bx' 

Endlich kanji man auch ftlr jodo dieaer Functionon allein eino Be- 
dingningsglcichung herstellon. Denn difforeutiirt man die vorigen 
Gleichungen noch eiumal partiell nach x und y und eliminirt oin- 
mal V, das andero Mai u, so erhftlt man 


to® “T" “=== 

sodass keine der beiden 
dern jede der nUmHchen 
muss. 


0 und 


0% 


Bx^ ' Sy® 

Functionen m und w willkllrlich ist, soU'- 
partiellen Differentialgloichiing genUgen 


§ 6 . 

Bleiben wir noch bei tier Voraussotzung stelien , dass die 
Function w durcli eincn Aiisdruck gegebeu sei, SQ l^sst sich nun 
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aws den Gleichungen (2) nocli eiiie wichtigo Folgcrung ziehcn, 
Einer Aenderung dz von ^ entspricht die Acnderung '^1' ih voii m. 

Flilirt man dann in der dorivirten Function * die GrSuacji „ 
urid X, y ein, so erhait man 

— = ^ "f" dy ^ '('/} 

dz Ix'Jri'dy ~ ^ dx+Tdti 

' /ter, wenn die Variable : durcl, 'oiiien Puukt in dor 

^J-Ebeoe dargestellt wird, dieaor Punkl urine Lagu in iudor bo- 

liebigen Rtohtung kndern, nnd das Diffcrontial d-- 
stellt die unendhoh Heine gcrado Linio, die die Orlavoriiudmiun 
von j angiebt, nach Grdsso nnd Kiolitung dur. Dicao unondlirb 
Memo Gerade kann also von a ana nacb jodor boIirbig“rH,'d 
tang gezogen werden. Nun aoigt aber dor vorigo Auadruck, dass 

von * nicM unabbSngig ist, sondorn aoiuon Worlli wit dor 

Richlung von & tadert. Cm dies uocb dcutlichor l.orvori, 
an taen, wollen wir in dom vorigeu Ausdrucko dau DiircrmUinl- 

verhaltmss ^ eiufflhron, welclios oben die Riohtung von ,k an- 
man'dann™'' “"<* Nouucr urbilll 

l+r| 

woraus hervorgeht, dass ^ seinen Wortb in dor That mit deni 
?' ^ stattiindon. Birllokuiobtigt 

.el”:;'- ““ 

.eiben z. B. ~ u„d so erbalt man 

8 „ , 


Wen;'!''*"'? <i«l>er auol. von da. 

W^nnalo^.e.neFnnctionderoompieaenVariabi 


^ + ist, so ist 4ie Derjyir 


• a aiv 

Iite ^ unabhangig von 


uatJH uiu A/uiiviiiu vuu ulu --vii, in weiciier aie varjawe z aich 
verHndert, muiblulnj'ig ist. IJoi cinor Function von oincr reollcn 
Variablon koinint die Veriliiderimg der Variablen selbst nicht in 
Betracht, weil dicHo V(n'iljulerung ebon nuv auf cine einzige Art 
vor aicli gohcji knnn. Bci Functionon ciner complexon Variablon 
dagcgcn apielt gorado die VerHcliicdenartigkoit, mit der die Va- 
riable sick verilndern kann , cine grosse Kolle, imd daher ist der 
gofundone Salz, dasa die Dorivirte einer Function einor com- 
ploxcm Variablon von dor Art dor Vorilnderiing der Variablen un- 
abhilngig iat, von groaner Wicbtigkoit Audi wird orst dadurcb, 

dass von (t voIlHtiiudig, d. li. sowolil von dor Lange als aucli 


von dor Richtung dioHor unoiuJlich kleinoii Geradon unabbangig 
ist^ dor BogrilT der (kirivirten Function in der Wciso zii einena 
beatimmten, vvio or oh bei rcdlcn Variablon ist. 

Bis jotzt liaben wir augeuoumion , dass die Function w durch 
elnen matheniatischou Ausdruck von gcgobou soi. Lassen wir 
nun diose Vorausselzinig ialloii und nolnncu wir violmokr an, dass 
innerhalb oinos gewissen Gobietos m jedoni Wortbo der Variablen 
z dor Worth der Function w» bekannt aci, welchor sich mit » im 
Allgemeinen stotig knderc, so werden wir, damit aucU die Deri- 
virto der Function oinen bestimmton Sinn babe, nocb die For- 
deruiig kinzufdgen nidsscn, dass dieselbo von dem Differential dz 
unubliiingig soi. Dio Krfdllung diesor Fordorung ist dann aber 
wiedor hinroicliond , urn tv als Function von a; ii/ zu charakteri- 
siren ; denn aus ibr folgen wiodor unsoro frllboron Bedingimgen 

(1), (2) odor (d). Soli nilmlick dor Ausdruck (4) ftir -- unab- 


bkngig von dz, odor was classolbo ist, 
auB ihrn folgondo GleicUung 


von 


dx 


sein, 


so muss die 


(/?0 

dz 


du 

’dx 


fdr joderi Werlli von 


also, wie obon 


. f-lw 

* « 
dx 

+ ( 

. dw 
dz 


du , 

dy 

(lx 

orl'dllt 

sein. 


Domnacb 

dw 

du 

4" * 

dv 

dw 

dz 

dx 

dx 

dx 

dw 

du 

1 

dv 

dw 

dz 

% 


dy 



Q yJ ‘eix 






Absch. n. Function einer complexen Variablen. 


men ai^iem ciiesen Hat nun Jiimann’><) eino Function oinci* com- 
plexen Grosae folgendennassen definirt ; „ E i n e v o r il n d tn- 1 i c li c 
complexe Grdsae w hoiast cine Function einer ando- 
ren verandorliclien comploxon GrOssc-, wenn sio aich 

mit ihr so andert, dass der Worth dor Derivirten 

anabhSngig von dem Worths des Uifforo„(i,|n iaf‘“ 
Oder wie os an einer andern Stello**) aungodrhekt int: „woiin 
» aich n.it X + iy dor Gleiohung ==, i 
Snderl.“ '’S' 

HiernaeL lasst sich nun anch leioht bewoisen, dnsn wenn «. 

eine Function von n iat, die Derivirto on obenfalle aoin niusa. 
Denn aus den Gleicbungen 

^ ^ 1 

foint 


dv) , 

^ auch der Gleiohung (i). 
unction von z ^ x iy^ und 
c w auch Function von C. Dor 


7 9w 02! 

dw == ™ _ 

Differeutialquotienten 


die partiellen, 
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dto flj/i ()z dv) . dw dz 

tif dx ’ fby * dx 0^’ 
UTid folglich ist auch 

dw . dw 

dii ^ * 0|'’ 

also w aiicli Function von ^ -]-* /jy. 


§ 7 . 

Die BO ebon aurgoatcllto Bedingnng bosilzt aucli cine bcatimmte 
geometriac.lic Ikidoutiing, welclic nodi crurtert wci'don soli, 
lat wio obcn 

z £= 'X — j- hj und w = u — |— iy, 

SO sind a: und y dio vcchtwinkligen Coordinatcn eines Punktos c 
in oilier Ebene, und u und v dio rechtwinkligen Coordinatcn eines 
Punktos w in dorselbon odor in oinor andern Ebono, Ist nun to 
oino Function von z, so wird dio Lago des Punktos w von dor 
Lago doe Punktos ~ abldlngig soin, und besdiroibt s oino Curve, 
so wird w cine von dor iotzloron abli.'lugigo Curve boscbroiben j 
kurz das gauze aus don Punkton -w bestchende System wird in 
einer bestimmten Abliilngigkoit von dom aus den Pnnkten z gebil- 
deten Systemo stohn , wemi w oino bostimrat© I'i’unction von z ist. 
lliemann nonut alsdanu das Sysloin dor Punk te w die Abbildung 
dor Systomes der Punkte z. In Folgo dor obigen Bedingung steben 
nun die beidon t'iguren-Systemo in einer ganz bestimnaten Boziehung, 
wolcbo bei jeder Function stattiindot. 

Es scion 2 und z" (Fig. 6) zwoi uneudlicb nahe an einem 
dritteu Punkto gologono Punkte, und 
man sotzo die uach vorschiedenen Kich* Fig, c. 

tiingen laufondon imondlicb kleinen Ver^ 
bindnngslinien 

Ksta (Iz , zz' ‘®*® dx", 

Forner soien w, w, u" die den Punkton 
s, s', s" entsprechendcn Punkte, nnd 
dio obonfalls unendlicb kleinen Verbin- 
dungslinion 

ww' ““ dv) j %0W dw". *) 



dv) 


*) Man ’lienuirko, class wenn aucb von dx nnabbllngig ist, doch 
dz ist, soino Jiiclitnng nntl Oriiase wiit dz im All- 


dw , wolclios 


dw 


gotnelnon ilndcrt. 
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Soil nun fUr jede Richtung von dz densolben Worth, liabon, 
so muss dw' dto" ^ dw' ds 

dz ” dz" ^ dw" “ dz' 

sein. Nim kann man aber die Differentialo dureh dio Difh'reiizon 
der unendlich nahen Punkte ersetzen, also schreibon: 


dz = z 

j 


dann hat man 


w" — w z" — z 

und folglich Sind nach § 2 die Dreiecko ,r c" und m w w 
einander ahnlicli, namlich dio Winkel / ^ s" und m’ w w" oinandoi 
gleich, und die sie einschliessenden Seiten proportional Da miri 
dies far jedes Paar entsprechender Punkte mid w slattfindoii 
muss, so ist die von dem Punkte w bescliriebene Pigiir dor von 
dem Punkte a beschriebenen in d e n u n o n d 1 i c h k 1 e i n e n T li o i - 
len ahnhch, und zwei sicli sclineidende Curvon in dor Ebeno 
der 1 C bilden mit einander denselben Winkel, wio dio ontsproclicn- 
den Curven in del- Ebene der .. Daboi ist jedoch zu bemerken. 

dass hierbei vorausgesetzt wird , dass wodor Null noch unend- 

lich sei. VVir werden spater sehen, class in dioson FHIlon oino 
Ausnahme eintritt,*) Rebeck mnnt dio Abhangigkoit, in wolcher 
das System der a; von dem der s steht, Verwandtschaf t 

jo zwei Paaro von cnt- 
sprechenden Curven unter sich gleiche Winkel oinsohliossori, isogo- 
nale Verwa n d ts ch aft. Von solchen isogonalen Vorwandt* 

ArJ ^^^Sememen Eigenschaften aind bis jetzt 

Aebn^'chkeir^T'^^^ 5ie Verwandtseliaf€ de 

letztere von Kreisverwandtschaft, welcho 

neuere Geomotrie eingefUhrt worden lst. 
A IS Beispiel diene die einfache Function 

VltT W = Z^. 

Wir erJialten hier 

unailalier ^ *' -!(“ + 2«, 


2ixy 


*) Vgl § 40. 
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wodurch die Bedirigimgagleiclmiigen (2) verificirt sind. Lasst man 
nun z. B. s die y/*Axe beschreiben, sodass a- = 0 ist, so hat man 
2 = iy uud w ~-= y/2 ; dalier beschreibt w den negativen Tlieil 

der Ilauptaxo und zwar nur diesen , sodass , worm z von a tlber 
0 nach^ h geht, ?/) sich von a nach o und dann wieder zuitlck 
nach h' bowegt, wo a und // zusammenfallen , wenn ao == oh an- 
genommen wird (Fig, 8). Lasst man ferner s einon Kreis um 
den Nullpunkt mit dem Radius r beschreiben , sodass , wenn man 
2 = r (cos f/i i sin cfi) setzt, r constant bleibt, so ist w =» 
(cos 2 y -j~ i sin 2 r/i) , also beschreibt auch m einen Kreis um 
den Nullpunkt mit dem Radius r\ Da abor dem Winkol (p von 
s der Winkol 2 <f von w entspricht, so durchlftuft w soinen Kreis 
doppelt so rasch als j;, Beschreibt z. B. c von o aus einen Halb- 
kreis in der Richtung der wachsendon Winkol nach //, so beschreibt 


Fig. 8. 



w einen gauzen Kreis von a nach dem mit a /Aisammenfallen- 
den Punkte ?/. Der Winkel aber, den die Gerade uud der Kreis 
in Si und in mit einander bilden, ist bei beiden oin Rechter. 
Lltsst man z eine durch den Punkt 1 gehende mit der yy-Axe 
parallele Gerade cd beschreiben, so beschreibt w eine Parabel. 
Dies ergiebt sich einfach so, dass man, well in diesem Falle x 
constant =: 1 ist , in den Gleichungen m = a:^ — v ns=a 2xy, 
as <=* 1 setzt und y eliminirt ; dadurch erhalt man zwiseben den 
Ooordinaten u und v dea Punktes to die Gloichung «== 4 (1 — ■ «), 
welcho zeigt, das w eine Parabel beschreibt, welohe ihren Scheitel 
in 1, ihren Brennpunkt in o hat, und fOr welohe der Parameter, 
die Ordinate ira Brennpunkte, = 2 ist Durch Untcrsuchung der 
Taiigonten in den Diirchschnittspunkten c und d’ , welcho c und 
d entsprechen , Hesse sich wieder leicht verihciren , dass die Pa- 
rabel don Kreis in w untcr denselben Winkeln schneidet, wie die 
Gerade cd den Kreis in s. Um endlich auch einen der Aus- 
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nahmefalle durcli ein Beispiel zu orlautei’ii, beschveibo no(^li 
die Hauptaxe; daon bleibt s reell, also w positiv, and folirlidi 
besohreibt w dea positiven Theil der Ilauptaxo. Dieser tber 
bildet nut dem negati^ren Theile, weloher der v-Axe in - out 
sprach einen Winkel von ISO^, walirend die x-’ and y-Axe in - 
men Winkel von 90« mit einander bildori. In dor Nahe 
Niillpunktes findet also nicht Aebniiclikeit in don imondlidi klei- 
nen Theil^ statt, and in der That erhiUt in dioHem l>unkto die 
Derivirte den Worth Null. 


Dritter Abscliiiilt. 

iVIehrjdtAitige t'lmvtionvn. 




§ 8. 

^ ansgehli Im Endpun’cte z, erlangT” ~ v* 

M beschriebenen, von to„ ansp-pKAn^ ’ a ^^S:en, ob (be von 

PifflMe », eoSge^ mdasm odr^r*'”’ 'T™'' 

Pniikten endigen konnen. Nun ist 7 J f veraobiedenen 

Punctionen dec Endwei-th Wj von dem Irfa ©mdentigen 

dena sonst mflsste die Fnnetinn fn un^blitogig sein mass, 

i TOtoere wX it™ W«rtl 

tigeo mcbo Bid der m L aT’ 

Punctionen d^lt din&er Grand fort «3en mehrdeiTtigCMi 

That die PunctionS deSen 

daher ist vonvornfeein aieMaghehlrA? ’T! webrere Werthe, and 
^schiedene Wege aueh «ti 

j-.as8t man a, i, ^ die Va- 




Es sind nun hier vor alien Dingen solclie Punkte ins Auge 
zu fassen, in welchen zwei oder mehrere Werthe der Function 
die im Allgemeiuen verschied^ sind, einander gleich werden. Ein 
soldier ist z, B. ftir ?w = 'j/'s der Punkt s = 0, . in diesem wer- 
den die im Allgeraeinen mit verscliiedenen Vorzeichen behafteten 
Werthe von w einander gleich, nilmlich beide = 0. Betrachtcn 
wir ferner die durch die cubische Gleichung 

V)^ to -j- JB — 0 

definirte Function, so liefert hier die Oardanische Formel, wenn der 
Ktlrze wegen 




y j, ,= 




und die beiden imaginaren Cubikwnrzeln der Einheit 

— 1 + * 3 — 1 — i 

2 a, ^ 


gesetzt werden, folgende Ausdracke ftir die drei Wurzeln der obi- 
gen Gleichung, welchc mit w.^, w^, wg bezeichnet werden mogen: 

“t = P + « 

W2 ~ up -|- u'^q 

7<;g = a^p uq. 

Fill' jeden Werth von c hat hier Im Allgetneinen to die drei Werthe 
*«s!i, «> 3 . Von diesen werden aber die beiden letzten einander 
gleich, wenn p = q ist, was eintritt, wenn 


z 



*) Wir liaben bei diesen Betrachtungen die (nicht. rationalen) algc- 
braisclien Functionen im Ange und setzen dalicr stets voraus, dass die 
Anzalil der Werthe, welche die Function fitr den niimlichen Werth der 
Variablen z annelimen kann, eine endliche ist. 

llurfigo, Funet. coini)!, Var. 2. Aufl. 3 






ist. In diesem Puiikto wird 

><’2 “= W »8 = 

Nehmen wir nun an , indem wir an diesos Boispiul dio fcu’noreii 
Betrachtungen ankntipfen, dio Variable r vcvfliulore aioh stetig, 
Oder der aio davstellende Piinkt beschroibo cine Linio, so wordeu 
die drei Grdsseu wi, wg, sich obenfalls, jodo ffir aioli , stotig 
andern, oder die drei entsprecliendon Pimkte werdon drei abgoaon- 
dert verlaufende Linien besclireiben. Wenn abcr ~ durch den 


2 

Punkt 3 == — >:= hindurchgebt , so nehmen boide Grbsson ?/<« inid 

yn 

ws den Werth an; die beiden von und ««;( bescliric- 

benen Linien werden daher in dem Punkte ]/^ J ziisamraen- 
treffen. Beitn Ueberschreiten dieses Pimktea kann demnaeh oline 
Unterbrecliung der Stetigkeit % in ■m3, und 10^ in flbergelien, ja 
ea bleibt vollstandig willkllrlicli, auf wolcljer dor beiden Linien man 
jede der beiden Grbssen und 103 ihren Weg fortaetzon lassen 
will. Es findet an dieaer Stolle gleicbsam eine Verzweigung 
der Linien statt, welche von den GrOssen und wg boschrieben 
werden; daher hat Rmnann die Punkte der s-Ebono, bei 
welchen ein Function swerth in einen anderon tlbergebon ksnn, Vor- 
zweigungspunkte genannt. In iinserem Beispiolo ist hienaeh 


der Punkt z 


ein Vorzwoigungspimkt (nicht etwa 


V, ^ Y ^ ). Zur Eriauterung , ist Fig. A und B boigofllgt 
worden. In Fig. A sind die drei Linien m> 3 fUr den 

Fall gezeichnet, dass z eine der .y-Axe parallele Gerado bo- 


schreibt, welche durch den Verzweigungspunkt e = ^ - 

(Fig. B) hindurchgebt. Dabei ist aber die Linie tci der Deutlichkeit 
wegen in doppelt so grossem Maassstabe, als dio tlbrigep Linien, 
dargestellt und, urn Raum zu sparen , nilher an die Ordinatenaxe 
herangerlickt , als sie eigentlich verlauft. Die Punkte to, welche 
den Punkten 2 entsprechen, sind mit den namlichen Buchstaben und 
hinzugefagten Indices 1, 2, 3 bezeiebnet. Das Bild der Verzwei- 
gung tritt nun noch deutlicher hervor, wenn man nur cine der 
Grossen , z. B. % , verfolgt. Diese be^chreibt die Linie cg dg, 
welche sich dem Punkte == = Y^ nilhert, wenn » attf d.er 


Linie bed an den Punkt e = heran geht; tiberschreitet nun 

27 

2;- diesen Punkt, so gehen fllr wg zwei Wege von ~ = Y I 






Fig. A. 


Fig, B. 
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sprochend angesehen worden kannj es theilt . ^ 

aich der dem 7/J3 freistehonde Weg bci eo = 
wirklich in zwci Zweige. Wenn nun c von 
h nacli h durcli den Vevzweignngspnnkt e gelit, , 

so kann w,, von IO3 ebensowohl nach J13 wie 
nach gelangen, und ebenso von aus; 
bei einem solchen durcli einen Verzweigungspunkt hindui'cbfdhrenden 
Wege bleibt also der Endwertli der Function unbestimrot. Wenn 
dagegen c von h nacb h einen Weg beschreibt, der niclit durcli 
■einen Verzweigungspunkt ■ Iiindurcli flllirt , so kann zwar je nach 
der Bescliaffenlieit dieses Weges der Eiidwerth der Function ein 
verschiedener sein, er ist aber fiir jeden bestimmten Weg des ? 
immer eiri ganz bestimmter. Audi dies erlSutern die Figuren A 
und B. Gebt namlich von h tlber d, und dann kings der ge- 
strichelten Linie Uber m nach / und 7 i, so geht von liber 

und dann lilngs der ebenso bezeichneten Linie tiber vis nach /s 
und /13 ; von liber dg, mg, nach ; vwg erlangt dann den 
bostimmten Worth Zig, und' wg den bestiramton Werth Zig. Diese 
Endwerthc werden andre, aber wiederum bestimmte, wenn k den 
Verzwoigungspuiikt e auf dor anderen Seite langs der puiiktirten 

3* 






vv 


meinen sina nun boiuutj ruimit? uci m 

sonst verschiedene Werthe einer Function einander gleich worden, 
in der Eegel auch Verzweigungspunkte der Function. Von oinor 
Ausnahme hievon soli sogleich die Rede sein. 

Fine ahnliclie Vei'zweigung der Function findet fllr solclje 
Punkte statt, in denen w unendlich gross wird und dadurch eino 
Unterbrechung der Stetigkeit erleidet. Dies ist z. B. bei der dnrch 
die Gleichung 


8 

(s — h) {lo — c)3 — s — a odor w 

bestimmten Function der Fall, in 'welclier a, h, c drei coinploxe 
Constanten, also drei feste Punkte bedeuten. Hier ist z KSSSS Cl ein 
Verzweigungspunkt , in welchem drei Werthe der Function in dein 
einen to = c zusammenfallen. Ausserdem aber werden ftir z — h 
alle drei Werthe von w unendlich gross. Hier erleiden die drei 
Functionen eine Unterbrechung der Stetigkeit, und daher kann es 
wieder unentschieden bleiben, auf welchem Wege jedo fortzusetzcn 
ist, weil wenn die Function einen Sprung macht, sie eben so wohl 
nach der einen, wie nach einer anderen Fortsetzung ihres Weges 
aberspringen kann. Daher ist z = b ebenfalls ein Verzweigungs- 
punkt. Auch im Allgemeinen sind diejenigen Punkte, in denen tn 
unendlich gross oder unstetig ist, in der Regel Verzweigung’S- 
punkte. 

Es kann hievon aber auch Ausnahmen geben : es giebt Falle, 
bei welchen Punkte, in denen Functionswerthe einander gleicli oder 
unendlich gross werden, doch keine Verzweigungspunkte sindj 
Dies kann fur jetzt niir erst an einem Beispiele orlautert werden. 
In den Functionen 



n 

sind 3 — 1 und z = 


z^ und 


yi — 

1 Verzweigungspunkte; dagegen in 


(z — a) y z und 


(z — a)yz 
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ist z — a kein Verzwoigungspunkt, obgleich die Fimctionswertlie 
an dieser Stelle im ersten Falle beide gleich Null und im zweiten 
beide unendlicb gross sind. Wenn namlich s den Punkt a tlber- 
schreitet , so hat sowohl s — a als auch y z eine ganz bestimmte 
stetige Fortschreitung : « — a, weil es liberhaupt eindeutig ist, und 
y z , weil y a ohne Unterbrechung der Stetigkeit nicht plotzlich 

nach — y a tlberspringen kann. Daher haben auch die aus diesen 
Grbssen auf rationale Weise zusammengesetzten Functionen an dieser 
Stelle ftir jede von 2 beschriebene Linie eine bestimmte Fortschrei- 
tung, und es findet keine Verzweigung statt. Die Verzweigungs- 
punkte sind demnach zwar nur miter denjenigen Punkten zu suchen, 
in welchen entweder eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt, oder 
mehrere Functionswerthe zusammeufallen ; aber ob solche Punkte 
wirklich Verzweigungspunkte sind, muss noch besonders ontschieden 
werden. 


Die vorigon Bctrachtungen haben gezeigt, dass wenn die Va- 
riable z von einem beliebigen Punkte ausgehend nach einem 
andern Punkte z^ hin einen Weg beschreibt, welcher durch einen 
Verzweigungspunkt einer Function w hindurchfflhrt , dieselbe in 
verschiedene Werthe erhillt, je nachdem man sie auf dem einen 
Oder dem andern ihrer Zweige weiter gehen lasst. Bei einem 
solchen Wege des 2 ist also der Werth des 10 in zy unbestimmt. 
Auf jedem andern Wege dagegen, der nicht durch einen Verzwei- 
gungspunkt hindurch fUhrt, erhalt to in 2^ einen bestimmten Werth, 
und wir wollen nun zeigen, dass zwei Wege, die beide von zq nach 
2, fuhren, dem to in 2^ nur dann verschiedene Werthe 
zuertheilen, wenn sie einenVerzweigungspunktein- 
8 oh lies sen. Dazu beweisen wir zuerst folgenden Satz: 

Lasst man die Variable 2 zwei unendlich nahe 
liegende Wege 20m 2^ und 20n2j (Fig. 9 ) von sq wach 2| 
beschreiben, welche an keiner Stelle einem Punkte 
unendlich nahe kommon, in dem entweder die Func- 
tion w unstetig wird, oder in welchem mehrere 
Functionswerthe zusammenfallen, so erhalt die 
Function w, wenn sie aus 2 q mit dem namlichon 
Werthe ausgelit, auf beiden Wogen in 2^ den 11 am- 
lichenWerth. 



Punkt c einem solcben Punkte unendlicli nalic licgt, 
in dem mehrere Fiinctionswerthe zusammen fallen. 
(Vgl. Fig. A und B S. 35. In diesera Boispielo 
nahern sich die von den Functionsworthen bescliiio- 
benen Linien nur fttr den Punkt c, wilbrend sio fUr 
alle anderen Punkte s in endlicben Entlbrniingen 
von einander vei’laufen.) Da nun die beiden 
Wege ZQmz^ imd zquzi der Voraussotziing gomito 
sich nirgend einem solcben Punkte nahern, so sind dio verscbic- 
denen Werthe, die to in irgend einem Punkte dor beidon Wege 
haben kann, um endliche GrOssen von einander verscliiedon. Folg- 
lich konnen auch die Werthe, welche die Function to auf den bei- 
den Wegen ZQmz^ und in erlangt, nur entwedor einander 

gleich Oder um eine endliche Grosse von einander versebieden soin. 
Nun kann aber die letztere Alternative niebt Statt haben. Deukt 
man sich namlich, dass zwei bewegliche Punkte s die beidon iiu- 
endlich nahen Wege ZQmz^ und z^nz^ in der Art durcblaufen, dass 
sie stets einander unendlich nahe bleiben , und bezeichnet man die 
Fiinctionswerthe auf der eineu Linie mit io,n und auf dor anderen 
mit , so kSnnen w„t und w),( langs beider Linien nur um cine 
unendlich kleine GrSsse von einander versebieden sein, da der Vor- 
aussetzung nach to bei beiden Wegen aus mit dem nilmlicbon 
Werthe ausgeht, und beim Uebergang von einem Punkte der einen 
Linie zu einem unendlich nahen Punkte der anderen Linio Stetig- 
keit stattfindet. Wenn nun und in um eine endliche 
Grosse versebieden waren, so mtisste mindestens eine dioser Func- 
tionen an irgend einer Stelle einen Sprung machen, was durch dio 
Voraussetzung ausgeschlossen wird, dass die beiden Wege 
und z^nz^ sich keinem Punkte nahern sollen, in welchom eine 
Unterbrechung der Stetigkeit eintritt. Demnach kQnnen w,,, und 
Wn in nicht um eine endliche Grosse von einander versebieden 
sein, und daher sind sie nach dem Obigen einander gleich, 

Denkt man sich nun, nachdem dies festgestellt ist, eine Reihe 
auf einander folgender und unendlich nahe an einander liegendor 
Wege, aUe zwisohen den Punkten sq und z^, und so beschaffen, 
dass keiner derselben sich einem Punkte nahert, in dem entwoder 
- Unstetigkeit eintritt, Oder Fiinctionswerthe zusammonfallen, so erhillt 
die Function auf alien diesen Wegen den naralicben Wertb in 
Daraus folgt dann: Wenn ,man einen Weg zwischen zwei Punkten 



Punkto c;o und sj zusammenfallen, wenu die Variable also eine ge- 
schlossene Liuie bescbreibt. Die obige Bedingung verwandelt sicb 
in diesem Falle in die, dass die geschlosscne Linie keinen der er- 
wfUinten kritiscben Piinkte einschliessen darf. Lasst man dalier 
die Variable s von ausgebend eine geschlossene Linie besebrei- 
bon und wiodor nacli zurUckkebron, so erhalt die Function, wenn 
die Variable die geschlossene Linie durcblaufen bat und ziim zweiten 
Male nacb kommt, bier denselben Wertb , den sio beim Aus- 
gange hatte, wenn die geschlossene Linie keinen Punkt umgiebt, 
in welcbem ontweder Unstetigkeit eintritt oder Functionswertbe zii- 
sammeufallen. 

Solche gescblossene Linien, die von der Variablen ^ besebrie- 
ben werdon, sind nun ftir die Untersuebung des Einflusses, den der 
Weg, auf welcbem die Variable 2 nacb irgend einem Pimkte bin- 
gclit, auf den Wertli aiistlbt, wolcheii die Function lo in diesem 
Punkte crlangt, niaassgcbend. Umgiebt eine geschlossene Linie 
keinen der scliou so oft orwabnten Punkte, so iindert, wie gezeigt 
worden ist, die Function ibren Worth nicht ; umgiebt sie aber einen 
solcben Punkt, so kann die Function ibren Wertb andern, oder 
aucb iiiolit kndern. Werden ferner von der Variablen zwiseben 
zwei Punkten zwei Wege durcblaufen, die keinen derartigen Punkt 
einsebliessen , so ftlliren diese zu gloicben F unctions wertlieu. Wir 
haben daber nur Wegc zii betrachten, die oinen solcben Punkt ein- 
sebliessen. Soi nun n (Fig. 10) oin Punkt von dieser Art, und 

nehmen wir zwei Wego hdc und hec an, welche «, aber keinen 

andereii tlhnlicbon Punkt einsebliessen. Aus 1> gelie w mit dem 
Wertbe wo aus und erlango auf dem Wege hdc in c den Worth 
Wo . Lksst man dann aber die Variable 2 , ehe sio den anderen 

Weg bee betritt, zuvor eine deu Punkt a ura- 

gebendo geschlossene Linie hyhh durcblaufen, 
so kann der Weg hghbec in hdc umgeformt 
werdon, obnc dass der Punkt a tibersebritten 
wil’d, folglicb orlangt w auf diesem Wege in c 
ebonfalla den Worth wg', wenn es aus h mit 
dem Wertbe 'Wq ausgobt. Wir babon also Fol- 
goudes : 

auf hdc gebt w von wq nacb ioq 

„ hghbec „ 10 „ wig „ 

Nebmeii wir nun zuerst an, to audere selneu 


Fig. 10. 




und daher 

auf hec „ VI „ wi „ wq. 


Demnach erlangt m auf hec in c den Werth dann , wenn es 
aus b mit dem Werthe ausgebt; lasst man os also aus h mit 
dem Werthe wq ausgehn, so kann es den Worth niclit erlangen, 
sondern muss zu einem andern Wertlie geftihrt wcrden. Wenn 

dagegen w auf der geschlossenen Linie hcjli h seinen Werth nicht 
andert, so haben wir zu setzen: 

- auf hglih geht to von too nach too 

n hec ,, to ,, tO0 j, ivq j 

dann erlangt also to, aus & mit dem Werthe too ausgchend, aiich 
auf dem Wege hec den Werth w^. 

Hieraus folgt nun: wenn zwei Wege einen unseror in Eode 
stehenden Pimkte a einschliessen , so fUhron sie zu vorschiedeneu 
Oder gleichen Fimctionswerthcn , je nachdem die Function w beim 
Durchlaufen einer den Punkt a umgebenden geschlossenen Linie 

ihren Werth andert oder nicht andert. 

Jetzt sind wir im Stande, die Verzweigungspunkto niiher fcat- 
zustellen. Es soli namlich ein Punkt a, in welchom entweder cine 
Unstetigkeit eintritt oder mehrere Functionswerthe zusararaonfallon, 
dann und nur dann ein Verzweigungspunkt gonannt 
werden, wenn die Function beim Umlaiifc urn cine 

diesen Punkt und keinen andern ilhnlicheyi iimgo- 

bende geschlossene Linie ihren Werth tlndort. Ilic- 
bei ist jed'och zu bemerken, dass es nicht nothwendig ist, dass 
alle Functionswerthe gleichzeitig ihre Werthe andern. Damit dor 
betrachtete Punkt ein Verzweigungspunkt sei , ist nur erforderlicli, 
dass dies bei irgend einem der in Betracht koramenden Functions- 
werthe eintritt. Es kann namlich der Fall vorkommen, dass bei 
dem Umlaufe urn einen Verzweigungspunkt nur einige Functions- 
werthe sich andern, wahrend andere ungeandert bleiben. Das 
pag. 34 ff. betrachtete Beispiel bietet einen solchen Fall dar. 
Lasst man die Variable z in Fig. B die geschlossene Linie dpjmd 

durchlaufen, welche den Verzweigungspunkt e = umgiebt, so 

]/27 

ersieht man aus Pig. A, dass dann % in rog, und wg in tlber- 
geht, dass aber seinen Werth nicht andert, sondern ebenfalls 
eine geschlossene Linie beschreibt. Hierait ist denn der im Ein- 
gange dieses Paragraphen ausgesprochene Satz dargethan, dass zwei 
yerschiedene , diGselben Punkte verbindende W ege nur dann einer 


j'isoz. c 


riinKto stattnnaenuen werthe dadarch ant stetige Weise iibergclin, 
dass die Variable s von ;;o aus eine geschlossene Linie beschreibt, 
welclie einen Verzweigungspiinkt umgiebt. 

Geschlossene Linieii, welche zwei Oder mehrere Vorzweigungs- 
pankte iimgeben , kbnnen ebenfalla aiif solche geschlossene Linien 
zurtickgefiihrt werden , welche nur einen Verzweigungspunkt ent- 
halten. Denn zieht man von einene Punkte ;::o aus um jeden Ver- 
zweigungspunkt eine geschlossene 
Linie und lasst die Variable dieselben Pig< n- 

eine nach der anderen durchlaufen, 

SO kann dieser Weg, ohno dass einer 
der Verzweigungspunkte tlberschritten 
wird, in eine geschlossene Linie 
umgeformt werden, die von 
alle Verzweignngspunkte umgiebt. 

(Fig. 11, wo a und h zwei Verzwei- 
giingspunkte bedeuten.) Man stellt 
solche geschlossene Linien um die einzelnen Verzweigungspunkte 
am einfachsten dadiirch her, dass man um jeden einen kleinen 
Kreis beschreibt und jeden dieser Kreise mit sp durch eine Linie 
verbindet, die dann doppelt, bin und wieder zuriick, durchlaufen 
werden muss. 



§ 10 . 

Es sollen nun die vorigen Betrachtungen an einigen Beispielen 
erlautert, und daran zugleich gezeigt werden, in welcher Weise die 
Functionswertho beim Durchlaufen geschlossener , einen Vorzwei- 
gungspunkt umgebender Linien in einander tibergehen. 

Erstes Beispiel. 

■10 =.y z. 

Hier ist s = 0 ein Verzweigungspunkt. Lksst man die Verkiider- 
liche von dem Punkte s — 1 ausgehen und die Periijherie eines 
um den Nullpunkt beschriebencn Kreises durchlauCen , so ist dies 
eine geschlossene Linie, welche den Verzweigungspunkt umgiebt. 
Gelit nun die Function von deni Punkte z — 1 mit dem 

Werthe w =: -j- l aus, und setzt man 

z = r (cos rp i Sin (p), 



so ist zuerst im Punkte a — 1, t — 1 nod (f 0. Diuchlfiutt 
dann z die Peripherie des Kreisos in der Richtuug dor wiichscndon 
Wiiikel, so bleibt r constant = 1, und cp nimmt von U bis 2n- zu. 
Komnit also die Veranderlicbe wleder uacli doni 1 iiiikto 1 

zurlick, so ist jetzt 

z = cos 27r -j- i sin 2n 
und folglich _ 

ijj = = cos 7T i sin TT s= — 1 ; 

die Function hat also jetzt im Punkte z == 1 nicht wioder don 
ui'sprUnglichen Werth — j— 1, soudcrn don andorii Worth -- 1 or" 
Lalten. Ganz dasselbe tritt aiich cin , wemi dio Variable irgend 
eine andere geschlossene , den Nullpunkt oinnial uuigcboudo Liiiio 
von s — 1 aua beschreibt; denn diosor Wog kaim durch alluullige 
Aenderungen in den Kreis tlbergefUhrt werdon, ohiio dass daboi dor 
Nidlpuukt Llberschritten wird. Geht llborhaiipt w init dom Wcrthe 
iuq von irgend cinem Punkte zo aus, ftir wclchcn 

~o = ’■<) ^(1 “h !/’o) 

also 

Wo == (cos i fpo + « sia I 

ist, imd beschreibt z eine gesclilosseno Linic, weloho don Nullpunkt 
einmal in der Richtuug dor waclisenden Winkel urnwindot , so ist 
bei der Rtickkunft nocli zq 

z == (cos (500 -j- 2 tt) -j- i sin (5^0 “i" ^ 
geworden; mitliin ist dann 

to == ro^ (cos (I ffo -j- rr) i sin (i (po -f- rr)) 

= — Wq. 

Wird die geschlossene Linie zweiinal von der Variablcii durclilHuieu, 
Oder beschreibt letztere eine andere geschlossene Linio, weloho don 
Nullpunkt zweimal umwindet, so wtlchst das Argumont von z lira 
4 TT, also das von w um 2 n, und folglich erhalt dann die Function 
ihren urspriinglichen Werth wieder. 

Man lasse nun die Variable von dom 
Fig. la. Punkte z = 1 nach einem beliobigcu Punkte 
Z Z gehen, und zwar zuerst auf einer Linio 

\. leZ (Pig. 12), welche den Nullpunkt nicht 

umwindet, und auf welcher die Winkel cp 
N? wachsen. Auf diesem Wege mdgen r und cp 

I ^ ^ Wcrthe R und d-, und to den Werth 

(A ^ orreichen, sodass 

fV = R^- (cos id- 4- i sin id) 
ist. Geht man dann aber auf der anderen 
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Seite clos Nullpunktes vou 1 luicli Z auf* ciner clou Nullpiuikt niciht 
umwiiidondcii Linie IdZ, ho niu\pit dor Winkol cp ab uiid eiToicht 



in Z don Wortli 

— 2}i. 

Daher wird jotzt iu 




U (cob (2;r - 

— 0) — i sin {2 u- — 

- {))) 


und 




i 

V) = 

(cos (n ~ 

- D'l) — i (a- — 

• LH 


Lllsat miiu oncllicU zucrat vou I aua oiuo {^oaoliloHHono Liuio 
urn dcii Nnllpunkt luul dauu die Liuio IdZ boaelu'oibcn , so 
wiiclist (p zuorat von 0 bis 2jt iiiid nimiut dauu uni don Wiukol 
2»- — i^' ab, sodasB dauu rp iu Z don Woilli 2jf -j- 
eidiillt; in dioaoni Fallo golit also m nnch dotu OiirchUui{bu dor 
Liuio 1/h;1 vou 1 niit doni Wortlio — 1 aua uud orlaugt auf 
IcZZ iu Z don Worth — |— f‘f\ . 

Zwoitos Boispiol. In dor Function 

„ = (.- - 1 ) !/■; 

ist zuorst = 0 oiii Vcrzwoiguugspunkt, uud oh vorliilll aioh dioHo 
Function in Jlczioluing auf dioson I'unkt riliulioh wio dlo vorigo. 
Hotrao.liton wir dalior don Fiinkt =--- - t, I'llr wolohou cbonlfillH 
ID ~ 0 wird. Dio Vnrinblo bosohroibo mu ihu oinou Krois uiit 
dom Radius /■, von doin L’unkto « sisa 1 -|- r dor llauplaxo (Fig. 13) 
ausgohciid. Setzt man 

c — I == r (cos fp -j- i sin (p) 

so' wird 

w — r (coa (p -j- I sin (p) j/ 1 -j- ?• cos <p -j- ir sin (p. 

Da nun r constant bloibt, uud rp von U bis 2;/ wiiclist, ho ilndort 
dor Factor ?• (cos rp -j- i aiu (p) aoinou Worth iiicht, Uin das Vtjr- 
haltou tics zweiten Factors zu untorsiichen, soi 

1 “I- ’’ rp = (> cos (p r sin ip == Q sin ip ; 
dann bodeutot ^ die Gcrado oz, Fig, is. 


und ip die Noigiing dorsolbon gogou 
die Hauptaxe, und os wird 
10 = r (cos rp i sin rp) 

(cos \ Ip -[- i sin i VO* 
Umgiebt nun dor Krois don NuU- 
punkt nicht, so durchUluft ip von 
0 an oino Hoihe von Werthon, 
wolcho wiodor mit dom Wortho 0 
endigen , daher ilndort aoinou 
Worth nicht. Ist abor dor Krois 
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so gross, dass der Nullpunkt, welchor ein Verzweigungspunkt ist, 
ebenfalls inoerlialb desselben liegt, so wSclist ip von 0 bis 2n-, 
und dann gebt also der urspviingliche Werth w = in rgh 
liber. Es bestatigt sich also, dass nur der Pimkt z — 0 ein Ver- 
zweigungspunkt ist, der Punkt s == 1 aber nicht. ^ 

Man kann die gegebene Function (z — 1) als aus 

der folgenden 

to = (z — 1) (s — i)z 

entstanden betrachten dadurch, dass h gleicli 1 geworden ist. 
Eine den Punkt z = l unagebende Linie kann dann botrachtet wordon 
als eine Linie, welche die beiden Punkte s = 1 und z == h m- 
gleich umgab, und bei welcher dann diese beiden Punkte zusammen- 
gefallen sind. Nun sind ftir die Function w' sowolil ^ = 0 , als 
auch z = 1 und z ~ h Verzweigungspunkte. Eine gesclilossone 
Linie, welche von einem Punkte zo aus bcido Punkte 1 und h ura- 
giebt, kann ersetzt werden durch zwei geschlossene Linion, von 
denen jede nur einen derselben umgiebt. Gebt nun w' rait dcm 
Werthe aus zq aus, so gebt beim Umkreisen des Pnnktes wq' 
in — ioq, und dann beim Umkreisen des Punktes 1 wieder — ioq' 
in ioq iiber. Die Function kommt also mit dem ursprttngUcben 
Werthe nach zq zurttok. Dies bleibt nun bestehon, wenn li sich 
dem Punkte 1 nahert, und wir sehen, dass wenn diese Verzwei- 
gungspunkte auf einander fallen, der gemeinschaftliche Punkt auf- 
hSrt, ein Verzweigungspunkt zu sein. Es leucbtet ein , dass dies 
allgemein gelten muss: sobald bei zwei Verzwoigungspunkten nur 
zwei und zwar die namlichen zwei Functionswerthe gegenseitig in 
einander tibergeben , so heben diese Verzweigungspunkte beim Zu- 
sammenfallen einander auf, und es entstebt ein Punkt, der kein 
Verzweigungspunkt mehr ist. 

Drittes Beispiel. Sei 



worin a und h zwei complexe Constanten bedeuten. Hier baben 
wir zwei Verzweigungspunkte z = a und z = b. Lasst man nun 
zuerst ? eine geschlossene Linie von einem beliebigen Punkte Zq 
aus um den Punkt a beschreiben , welche aber h nicht umgiebt, 
und setzt zu dem Ende 


Z — a = r (cos (j) -)- i sin (/) 

wahrend 

Zq — a = Tq (cos 5Po -|- i sin yo) 

sei, so ist der Anfangswerth von w, der hier mit wj bezeichnet 
werden mbge, 


Abschn. in. Mehrdeutige Fiinctionen. §10. 45 

X 

i y o -f- ^ i yp) 

^ [« — h -}- Vq (cos ffQ -j- i sin 500)] ^ 

Nachdem die geschlosseiie Linie einmal in der Richtung der wach- 
senden Winkel durchlaufen ist , ist (j)q um 2 tt gewachsen , uud 
daher der entstehende Werth von welcher mit too bezeichnet 

werdeii soil, 

. 1 . 

v\2 -9 -- ~f ~ t ^) -}~ ^ s in (i CjPq -}- f 3r)) 

[a — /; -j- }'o (cos 9o -j- i sin <jPo)]^ 
geworden. Dabei kann der Nenner, also die Grdsse y^ZZY ikren 
Werth nicht geilndert haben, weil fOr diese c = « kein Verzwei- 
gungspunkt ist, sondern nur z,= also s eine gesclilossene Linie 
besclirieben hat, die den Verzweigungspunkt dieser GrOsse nicht 
enthiilt. Bezeichnet man mit « den Werth 

I . • ~i + i Vs 

a = cos t 7r 2 sin 7 r = — - — , 

sodass « eine . Wurzel der Gleichung = 1 ist , so kann man 
aiich schroiben, da 

008 (} c/>ff -j- I 71 ') -J- i sin ( J- 5P0 
— (cos 4 (fQ -|- i sin i (fo) (cos g 7 t i sin 'in) ist, 

^2 = uto^. 

Liisst man nun die Variable aufs Neue eine geschlosseiie Linie um 
den Punkt a herum beschreiben, so geht jetzt w mit dem Werthe 
= awj voii So ^us und erlangt folglich nach Vollendnng des 
Umlaufs den Wertli 


Nach einem dritten Umlaufe endlich erlangt 10 den Werth 
orhillt also den ursprilnglichen Werth wieder, da = 1 ist. 
Wtlre man , statt urspriingUch mit dem Werthe von sq auszu- 
gehen, znerst mit dem Werthe ausgegangen, so hiltte man nach 
resp. ein und zwei Umlilufen die Werthe und erhalten; wiire 
aber der ursprUngliche Werth gewesen, so wtlrde dieser in wj 
und wg tibergegangen sein. 

Aehnlich verhalt es sich, wenn man 2 eine gesclilossene Linie 
beschreiben iSsst, die nur den Punkt h umgiebt. Man setze alsdann 
2 — h — r (cos (J) -|- i sin 93) 

und lasse w mit dem Werthe % von zo ausgehen, wo v\ jetzt fol- 
genden Ausdruck hat 

_ [^ — Q - f~ H (cos 5f)o + * SPo)] 

?’() (cos 3 yo “j~ * sin iyo)] 
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Nacb einem Umlaufe des in der Richtuug dev wachsondon Wiiikol 
wil'd der Wertli von w 

[5 _ a -f- ’’0 (cos f/^o -f- •>' sin 5^0)] ‘‘ 

— — ^ — - ■" 7 

J'o * cos (jPo -|- t ' sin ( J (P(i + a 

wobei sicli jetzt der Zaliler nicht gcandcrt haben kann, wcil dor 
Verzweigungspunkt desselben, a, niclit imischriobcn wordon ist. Man 
erhalt also jetzt fiir w den Werth 

= a2,„ ji. (]eji Werth in.,, 
a 

Nacb einem zweiten Umlaufe erbalt man 
— = awi , also w)t) ; 

CC^ 

endlich nacb einem dritten Umlaufe stellt der iirsprfingliciie Worth 
loj sick wieder eiu, da 

lUi 

„ — 
ist. 

Man sieht bieraus, dass die Functionswertbe bei rnebrinalig(nn 
Umkrelsen eines Verzwcignngspunktes sicb eyclisoli niit (Mimndcr 
vertausclien. Beim Umkreiscn des Pnnktcs a in dor Richtuug dor 
wachsenden Winkel gehen 

?/)) ?/)2 ?/);j 

nacb dem ersten Umlaufe der Reilic nacb fiber in 

und nacb dem zweiten Umlaufe in 

Wg v/’i 5 

bei eineifi dritten Umlaufe stellen sicb daber die nrsprflnglicben 
Werthe 

702 

wieder ein. Ebenso' gelien beim Umkreisen des Piinktes l> in der 
Richtuug der wachsenden Wiiikcl die Werthe 



?/7j 

^2 

?7)g 

in 

703 

Wy 


und in 

«'2 

7773 



fiber und erbalten nacb dem dritten Umlaufe die nrsprilnglichen 
Werthe 


70j 7f;2 ?y>3 

wieder. 

Untersuchen wir nun noch, was cintritt, wenn s cine go- 
schlossene Linie beschreibt, welcho bcidc Punkte, a und h, ont- 
halt. Eine solche kann stets obn|^ Uebersebroitung eines diosor 
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Punkte ill eine andere libergefiihrt Fig. ii. 

werden, die' aiis oiner successiven 
Umkroisiing des einen iind des an- 
dern besteht (Fig. 11). Man lilsst 
daiiii .s zuerst von ;:;o f'bs don Punkt 
a urakreisen, nacli so zuiilckkelu'en 
und daim den Punkt h umkreisen. 

Aiif diosem Wego crhalt vi bei der 
letzten Rilckkiinft nacb 2 ,, densel- 
bon Wertli, als wenn z die gcscblossene Linie um beide Verzwei- 
giingspiinkto diirchUUift (§ 9). Gelit nun mit m.y aus aus, 
so orliillt qs nacli der Umkreisung von a den Werth == 

alsdann nacli der Umkreisung von h don Werth --- = ?(!, : die 

a 

Function bokomnit also ilireii iirspriinglichon Werth wieder. Be- 
traclitet man in dicaer Boziehuug statt der gegebenen Function die 
folgende 

3 _ 

= (/ (z — a) (s — h), 

bei welchor, wic man Icicht ilbersohen wird, aucli bei eincr Um- 
krcisnng des Punktoa h dcim ursprtinglichen Functionswerthc der 
Factor a liinzugofUgt wird, so geht bei der Umkreisung von a 
wi' in a«)/ == wij', und bei der Umkreisung von h, v,^ in 
tibor. Ein Umlaiif mu beide Punkte verwandelt also in 
cin zweitcr Umlanf wird dalicr in und ein dritter in w;/ 
verwandeln. 

Viertes Boispiel, Die Function 

3 



welche die Wurzel der Gleichung des dteii Grades 

{z — — 8 — 6)2 (z — c) — 2 (~ ■ — n) (~ — 6) 

3 (S — 6)2 (3 _c)2 ,„2 __ 6 ™ a) {z-~h) {z — c)7» 

(s __ «)2 „ (- _ 6)2 {z — c)8 = 0 

ist, hat die Puukte g, 6, c, zu Verzweigungspunktcn, Fflhrfc man 
der Ktirze wegen 

3 8 

y z — a == t, y z — b =s u , y z • — o = ?; 

ein und giebt dem Bnehstaben « dieselbo Bcdeutnng wie in dera 
vorigen Bcispiole, so kann man die G Fnnetionswerthe folgender- 
massen schreiben : ^ 
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^ I 

Wa = h- V 

^ u ' 

== « — + *^ 
203 = a ^— — [- V 


WJ 4 = 



V 


t 

w. = a V 

** u 


,51*' 

'»)„ = a* V 

” u 


Betrachten wir nun ziierst Umliiiife cler Variablen urn den Pnnkt 
«; dabei gelit t in tti, a\ liber, wiihrend u und v ungeJlndort 

bleiben; demnach geht liber: 


?/)] ?«2 ?^!3 

nach dem ersten Unolauf in ?/)i 

„ „ zweiten „ „ vi^ 

„ „ dritten „ „ 


7/)4 77)fi 1 % 

'/'>[} ?/>(5 

7/»4 7^5 

7/)4 7«5 ?^) 3 . 


Um diesen Verzweigungspunkt berum permutireii sicli also nur die 
Werthe w^, wg fiir sich, und 704, wg, 70^ ftlr sicli. 

Bei Umlaufeu um den Punkt bleiben ( und v; ungoiindcrt, 
und u verwandelt sich in au, a’\ u , — . Also gehen tlbcr: 


’"1 ’^’2 ’‘^3 ’'’4 ’'*5 ’'’0 

nach dem ersten Umlauf in 703 wj 7«2 70 q 704 

„ „ zweiten „ „ 77:2 rvg 704 7 v^ Wf^ wj^ 

„ „ dritten „ „ ?(}4 7(?2 wg ?«4 70^ 7 n ^ ; 

hier permutireii sich also dieselbcn Fimctionswerthe, wie bei a, nur 
in umgekelirter Aufeinanderfolge. 

Bei Umlaufen um den Puiikt c endlich bleiben i und ?< un- 

geandert, und v verwandelt sich in — v, -f- • Daher gcheii 

hier liber : 

7 Vi Wg 7/J4 WJg Wq 

nach dem ersten Umlauf in tu^ ivg 7 Vg 7.0^ vig 

„ „ zweiten „ „ 701 wg 704 70^ 70q 

In diesem Beispiele haben wir also erstlich zwei Vorzwoi- 
giingspunkte a und b, um welche herum die drei Werthe , 7(72, 
70 g cyclisch in einander ttbergelien, nieraals aber in einen dor drei 
tibrigen^ Werthe ; ebenso permutiren sich hier 7/74, 7/75, ?/?g cyclisch 
unter einander und gehen nie in einen der drei erstcren tlbcr. Als- 
dann habeu wir noch einen Verzweigungspunkt c, in welcliem die 
drei Paare ; to^, 7775 ; 7773, tog jedes unter sich ihro Werthe vor- 
tauschen, ohne dass jemals ein Werth aus einem andeni Paare 
dazu trate. 

Lasst man z eine geschlossene Linie besclireiben, welche zwei 
Verzweigungspunkte umgiebt, so kann man eine solche wieder 
durch zwei successive Dmkreisungen je eines Punktes ersetzen. 
Werden die Punkte a und h umschlossen, so verhalt sich die Sadie 
ebenso wie bei dem vorigen Beispiele, wir wollen daher nur Um- 
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laufe urn a und c verfolgen und stellen das Ergebniss in folgender 
Tabelle zusammen : 


Utnlluife. 

j urn a 

j itm C 

lira beide 

1 

wi geht liber in too 

tv .2 in tt ’5 

in W 5 

2 

’"5 55 55 55 % 

Wg „ WJg 

55 

3 

55 55 55 

,5 

Wg „ 704 

4 

5 5 5 5 55 

55 ^2 

704 „ 702 

5 

5 5 55 55 ^3 

55 % 

702 „ 706 

G 

55 55 55 


TOg „ TOj 


Dabei erreiolit also w seinen ursprOnglicben Worth erst nach 6 
UinUliifen iim die Punkte a und c. 


§ 11 - 

Die im Voi'igen angestellten Betrachtungen zeigen, dass man 
boi einer melirdeutigen Function , indem man der Variablen cora- 
plexo Werthe zuertheilt mid dieselbe 'eine Reihe stetig auf einander 
folgender Wcrtlie durchlaufen lasst, die mit demselben Werthe 
endigen, mit dein sie begonne\ haben (geometrisch ausgedrtickt, 
indem man die Variable eine geschlossene Linie beschreiben lasst), 
von einem der Werthe, die eine Function fiir denselben Werth der 
Variablen anziinebmen vermag, zu einem andern auf stetige Weise 
Ubergehen kann. Es ist ferner gezeigt worden, dass eine bestimmte 
stetige Reibenfolge der Werthe der Variablen (ein bestimmter Weg) 
auch stets zu einem bestimraten Functionswerthe fiihrt, mit alleiniger 
Ausnahme des Falles, wo der Weg der Variablen durch einen Ver- 
zweigimgapunkt hindurch fiihrt, ein Fall, der aber immer dadurch 
vermieden werden kann, dass man die Variable in der Nahe des 
Verzweigungspiinktes eine beliebig kleine Ansbiegung machen 
lUsst*). Hieran knlipft sich nun der natiirliche Wunsch, sich von 
der Verschiedenheit der Werthe einer mehrdeutigen Function zu 
befreien, urn eine solche wie eine eindeutige behandeln zu kbnnen. 
Nach den frtlheren Auseinandersetzungen ist hiezu nur erforder- 
lich, dass man sich von der Verschiedenartigkeit der Wege befreie, 
welche die Variable zwischen zwei bestimmten Punkten durchlaufen 
kann. Nun bemerkte schon Cauchy, dass man dies, wenigstens in 
beschrankter Weise, dadurch erreichen kbnne, dass man gewisse Theile 
der Ebene, in welcher die Variable z sich bewegend gedacht wird, ab- 
grenzt imd der Verknderlichen nioht gestattet, die Grenzen eines 


*) Betraolitet man in einem Falle, wo der Weg der Variablen dnvcli 
oinon Vorzweigungspunkt bindurcii fi’ilirt, diese Lage des Weges als Grenz- 
lage eines don Vorzweigimgsputikt nicht treffeaden Weges, so wird die 
Unbestirumthoit aiifgeboben. 


Dnr6go, Pxmot. ooinpl. Var. 2. Anil. 
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schliesseo (§ 9), so ist es stets leicht, em btuck der 2 -JLbeno ab 
zugrenzen, innerbalb dessen von zq nach zwei solcbo Wege nicbt 
moglich sind, oder durch Ziehen gewisser Linien, die nicbt ilber- 
scbritten werden dtirfen, solche Wege unmdglicb zu macben. Inner- 
balb eines solcben Gebietes bleibt dann die Function eindeutig, da 
sie in jedem Punkte zi auf jedem Wege nur oinen einzigen Wertli 
erhalt. Cauchy nannte dann die Function monodrom in 
diesena Gebiete, wofttr Rimnann das deutscbe Wort einiindrig 
setzte. Obwobl nun dieses Verfahren in vielen B'ailen, z. IJ, boi 
der Auswerthung bestimmter Integrate, von grossem Nutzen ist, so 
wird doch auf diese Weise der Variablen eine Scbranke auforlegt, 
welche man nicbt immer einbalten kann , • da die Untersucbungen 
oft Ober das Gebiet , innerbalb dessen einc Function einllndrig ist, 
binausftihren. Daher hat Riemann ein anderes Mittel ersoniien, sich 
von der Mehrdeutigkeit der Functionen zu befreien, welches voll- 
standig zum Ziele ftthrt. * 

Riemann nimmt an , dass wenn eine Function ?t-deutig ist , also 
jedem Werthe der Variablen n Werthe der Function zugehbrcn, die 
Ebene der a aus n fiber einander liegonden Scliichten oder BlUttern 
bestehe (oder dass « solche Blatter fiber der Ebene. dor s aus- 
gebreltet seien), welche zusammen das Gebiet fllr die Variable bil- 
den. Jedem Punkte in jedem Blatte entspricht nur ein einziger 
Werth der Function, und den n unmittelbar fiber einander liegen- 
den Punkten aller n Blatter die n verschiedenen Werthe der Function, 
die demselben Werthe von a angebbren. In den Verzweigungs- 
punkten nun, wo mehrere sonst versebiedene Functionswertho einau- 
der gleich sind, hangen mehrere jener Blatter zusammen, sodass 
der betreffende Verzweigungspunkt zu gleicher Zeit in alien diesen 
zusammenhangenden Blkttern liegend gedaebt wird. Die Anzahl 
dieser so in einem Verzweigungspunkte zusammenhangenden Blatter 
kann fUr jeden Verzweigungspunkt versebieden seiu und ist gleich 
der Anzahl der Functions werthe, welche beim Umlaufe der Variablen 
urn den Verzweigungspunkt cyclisch in einander tibergehen. In dem 
'letzten Beispiele des vorigen §, wo die Function 6-werthig ist, 
werden wir die ^-Ebene als aus 6 Blattern. besfehend annehmon. 
Um jeden der Verzweigungspunkte a und h herum gehen einerseits 
die Werthe w^, w^, wg und andrerseits die Werthe wg, wq in 
einander Uber; daher nehmen wir an, dass in jedem dieser Punkte einer- 
seits die Blatter 1, 2, 3, andrerseits die Blatter 4, 5, 6 zusammen- 
hangen. Um den Puukt c herum dagegen geben erstens und 
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wt^^ , zweiteus iind und drittens und gegeuseitig in 
einander fiber ; daber bilngen im Punkte c einmal die Blatter 1 
und 4, dann die Blatter 2 und 5, und endlich die Blatter 3 und 
6 zusammen. Um nun den stetigen Uebergang eines Functions- 
werthes in einen andern zu vernaitteln, werden sogenannte Ver- 
zweigungsscbnitte geftthrt. Dies sind ganz beliebige, nur 
sich selbst nicbt scbneidende , Linien , weicbe entweder von einem 
Verzweigungspiinkte aus ins Unendlicbe gebn, oder zwei Verzwei- 
gnngspunkte mit einander verbinden. Ueber diese Verzweigungs- 
achnitte hinfiber denkt man sick nun die Blatter nicbt so zusammen- 
bangend , wie sie natfirlicb fiber einander liegen , sondern so , wie 
die Functiouswertbe in einander flbergehen. Legen wir z. B. in 
deni letzten Beispiele des vorigen § einen Verzweigungsschnitt von 
a nacb h (Fig. 14), so lassen wir, indem wir den Punkt a in der 


Fig. 14 . 




,.••• ''s '-jf. / 

•" ^ "" 

Ricbtung der wacbsenden Winkel umkreisen , fiber den Verzwei- 
gungsscbnitt hinfiber das Blatt 1 mit dem Blatte 2, dann 2 mit 3 
und endlich 3 wieder mit 1 zusammen hiingen. Wir wollen die 
rechte Seite des Verzweigungsscbnittes ab diejenige nennen , weicbe 
ein Beobacbter zur Rechten bat, wenn er sicb in a befindet uijd 
nacb b hinsleht. Gebt dann z von einem Punkte zq im Blatte 1 
(w mit dem Wertbe «/jj) aus und umkreist den Punkt a in der 
Ricbtung der wacbsenden Winkel, so gelangt es, indem es den 
Verzweigungsschnitt von der Rechten zur Linken Uberschreitet, aus 
dem ersten Blatte in das zweite und befindet sich noch darin, wenn 
es nach zq zurUck oder vielmehr in den unmittelbar unter zq 
2ten Blatte liegenden Punkt </ kommt, sodass jetzt w den Wertb 
erlangt hat. Wird dann der Kreislauf fortgesetzt, so gelangt z, 
wenn es zum zweiten Male den Verzweigungsschnitt von dor Recb- 
ten zur Linken tiberscbreitet , in das 3te Blatt und befindet sicb 
nocb darin, wenn es nach dem in diesem Blatte unter sq befirid- 
lichen Piinkte h gekomraen ist; jetzt hat w den Wertb wg erbalten. 
Ueberschreitet endlich z den Verzweigungsschnitt zum dritten Male, 
so nehmen wir an, dass nun die rechte Seite des 3ten Blattes sich 
diirch das 2te Blatt binduvcb mit der linken Seite des 1 ten Blattes 
fiber den Verzweigungsschnitt liinfiber verbinde, sodass dann » aus 
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dem 3teQ Blatte in das Iste hinabertritt nnd danii wirklich wieder 
nach So zuriiekgelangt. Jetzt erst ist die Linie wirklich gescldossen, 
und M) hat auch wieder seiuen ursprUnglichen Wertli erlangt. In 
Fig. 14 sind die Linien mit den Nummern der Bhitter bezeichnet, 
in denen sie verlanfen, iind ausserdem die im 2ten nnd 3ton Blatte 
verlaufenden reap, gestrichelt und punktirt. Die Punkte sy, .(/, h, 
welche eigentlich direct unter einaiider liegen sollen , sind der 
Deutlichkeit wegen neben einander gezeichnet. 

In ahnlicher Weise hat man sich die Sache bei alien Vcr- 
zweigungspunkten zu denken, und da von jedem solchen Punkte 
ein Verzweigungsschnitt ausgeht, so kann die Variable den Ver- 
zweigiingspunkt nicht umkreisen , ohne den Verzweigungsschnitt zu 
iiberschreiteu und dadurch nach und nach in alle diejenigen BlHtter 
zu gelangen, welche in dem Verzweigungspunkte zusammenhilngen. 
Wie in jedem Falle die Verzweigungsschnitte zu legen sind, hUngt 
von der zu untersuchenden Function ab und kann meist in ver- 
schiedener Weise gewahlt werden. In unserem Beispiolo darf man 
a und 1 durch einen solchen Schnitt verbinden, weil bei dor Um- 
kreisung des Punktes h in der Richtuug der wachsenden Winkel die 
Function in und diese in lo^ tibergeht (Fig. 14), und daher 


Fig. 14, 



bei h dieselben Blatter und in- derselben Weise zusamraenhangon 
wie bei «, namlich die rechte Seite von 1 mit der linkon von 2, 
’die rechte Seite von 2 mit der linken von 3, und die rechte Seite 
von 3 mit der linken von 1.*) 


*) Wenn man sicb diese Vorstellungeweise durch ein Modell anschau- 
lich machen will , so besteht eine Schwierigkeit einmal darin , dasa die 
Blatter der Flache einander durchdringen , und dann darin, dasa hSutlg in 
den Verzweigungspunkten mehrere Blatter zusaramenhilngend godacht werdon 
miissen, die nicht unmittelbar ubereinander liegen, Allein zum Zwocko der 
Veranschaulichung kommt es meiatenthoils nur darauf an, gewisso Linlon in 
ihreni Verlaufe durch die verachiedenen Blatter der Fliicho verfolgen m 
konnen. Dies ist leicht in folgeuder Weise erreichbar : Man schnoide zu- 
niichst in die iiber einander gelegten Papier blatter, welche die FUlche vor- 
stellen soUeu, die Verzweigungsschnitte ein und verbinde daun nur au 
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Bleiben wir noch bei diosem Beispiele stehen, imd iintersiicben 
wir auch den im vorigen § besprochenen Umlauf urn a und h und 
urn a und c. Bei einem Umlauf um a und h wird der Verzwei- 
gimgsschnitt gar nicht uberschritten , sodass s im ersten Blatte 
bleibt; in der That erhalt nach einem solchen Umlauf w in 
seineii Anfangswertli wieder (vgl. Beisp. 3. § 10). Um die Um- 
kreisung der Punkte a und c zii untersuchen, legen wir von c aus 
einen Verzweigungsschnitt ins Unendliche und lassen bier je zwei 
der Blatter 1, 4} 2, 5 ; 3, 6 gegenseitig in einander iibergelien. 

FUr die hier stattfindenden Uebergange der Functionswerthe 
batten wir S. 49 folgende Tabelle gefunden: 


Umlaufe. 


um a 



um 

c 

um beide 

1 


geht 

liber 

in 

10^ 


in 

M’s 


in 

M’s 

2 



n 

99 

Wq 


99 

Wg 

M’s 

99 

M’s 

3 


« 

99 

99 



99 

W4 

M’s 

): 

M>4 

4 



99 

55 



99 


W 4 

99 

% 

5 


99 

99 

99 



99 

M’s 

W 2 

99 

M’s 

6 


J5 

99 

99 

Wj^ 


99 



99 

Wi 

Diese Uebergange 




Fig 

. 15. 





sind in Fig. 15 darge- 
stelltj indem jede Linie 
mit der Nummer des 
Blattes bezeicbnet ist, in 
welcbem sie verlauft. Die 
eigentlicb imter dem 
Ausgangspunkte 1 lie- 
gen^n Punkte sind der 
Deutlichkeit wegen ne- 
ben einander gezeichnet, 
und den letzten Punkt 1 
bat man sich mit dem 
ersten als zusaramen- 
fallend zu denken. 



denjenigen Stellen, wo eine Linie aus einem Blatte iiber einen Verzwei- 
gungsschnitt in ein anderes Blatt hinubertreten soil, die betrelfenden 
Blatter durch iibergeklebte Papierstreifen. Dann kann man es immer so 
einrichten, dass wenn die Linio wieder in das erste Blatt , von welcliem 
sie ausgegangen ist, zuruckgelangen soil, man fiir die Anbringung eines 
zur Vermittlung dieses Ueberganges dienenden Papierstreil'ens den nothigeu 
Raum iibrig hat. Durch diese iibergeklebten Papierstreifen wird nun die 
Verbiudung der einzelnen Blatter zu einer zusammenhangenden Flaehc 
schon hergestellt; und es ist dann weiter nicht nothweudig, die Bliittcr in 
den VerzweiguDgspunkten an einander zu befestigen. 
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Dieses in imserem Beispiele aus 6 Blilttcrn 'bostelieiide 
Gebiet fiir die Veranderliche s bildet nun eine einzige zu- 
sammenhangende Flache, indem die Blatter in den Verzwciguiigs- 
punkten zusammenhangen und langs der Vorzwoiguiigsschnitte in 
einander iibergehen. In dieser Flache ist w eine vollkominon oin- 
deutige Function des Ortes in der Flache, da sie in jcdera Puiikte 
der letzteren denselben Werth erlangt, auf welchem Wege auch die 
Variable zu dem Punkte gelangen mhge. Beschreibt ~ zwischon 
zwei Punkten zwei Wege, welche einen Verzweiguiigspunkt ein- 
schliessen, so muss einer von beiden nothwendig einen Vorzwcu- 
gungsschnitt iiberschreiten und dadurch in ein anderes Blatt gclan- 
gen , sodass die Endpunkte der beiden Wege nicht inehr als zu- 
sammenfallend, sondern ais zwei verschiedene Punkte der s-Flilclio 
zu betrachteu sind, in denen dann auch verschiodono Functions- 
werthe statt haben. Beschreibt aber z eine wirklich geschlosscne 
Curve, d. li. fallen Anfangs- und Endpunkt der Curve in don nilm- 
lichen Punkt des namlichen Blattes zusammen, so orhiilt auch die 
Function den Anfangswerth wieder. Nur weun die Variable duroh 
einen Verzweigungspuukt hindurch geht, kann sie nach Bolioben in 
jedes der hier zusammenhangenden Blatter tibergoheu, und dami 
bleibt es unbestimmt, welchen Werth die Function annimmt. (§ 8.) 


§ 12 . 


Um nun nachzuweisen , dass auch im Allgomoineii durch 
eine die a-Ebene «-fach bedeckonde Flilche, dcren oinzelne 
Blatter in den Verzweiguugspunkten und langs der Verzwoi- 
gungsschnitte in der oben erlauterten Weiso zusammonhaiTgcjn, 
eine n-deutige Function in eine eindeutige verwandelt werdoii kann, 
nehmen wir zunachst die «-Ebene noch einfaoh an und lassen die 
Variable 2 von einem beliebigen Punkte 20 aus eine geschlosscne 
Linie durchlaufen, welche nur einen Verzweigungspiinkt oininal uui- 
giebt und durch keinen anderen Verzweigungspiinkt hindurch ftlhrt. 
In 2o besitzt die Function n Werthe ; denken wir uns dieso in 
irgend einer Reihenfolge aufgeschrieben. Hat nun die Variable die 
gesohlossene Linie durchlaufen und ist wieder nach zurUokgokehrt, 
so wil'd jeder der obigen n Functionswerthe entweder in einen an- 
deren Ubergegangen oder ungedudert geblieben sein. Diose neuen 
Werthe konnen, da die Variable z sich wieder in dem Punkte % 
befindet, von den friiheren in ihrer Gesamratheit nicht verschiodon 
sein; denken wir sie uns aber in der Reihenfolge aufgeschrieben, 
wie sie aus den frttheren der Reihe nach entstanden sind, so wer- 
den sie jetzt in. einer anderen Anordnung auftreten, als vorhin. 
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Nun kann aber jede beliebige Anordnung von n Elementen aiis 
einer anderen Anordnung durch eine Reihe cyclischer Vertauschim- 
gen erzeugt werden. Unter einer cyclischen Vertauschung 
pter Ordnung versteht man namlich eine solche, bei welcher 
man aus den vorhandenen n Elementen beliebige p heraiisgreift 
und nun an die Stelle des ersten ein zweites, an Stelle dieses ein 
drittes u. s, w., endlich an Stelle des joten wieder das erste setzt. 
Eine solche cyclische Vertauschung joter Ordnung hat die Eigen- 




schaft, dass nach p Wiederholungen derselben, und nicht friiber, die 
urspriingliche Anordnung wieder zum Vorschein Icommt ; denn da 
an die Stelle jedes Elementes ein anderes, an die Stelle des pten 
aber das erste tritt, so kann jedes Element erst dann wieder an 
seiner urspriinglichen Stelle erscheinen, wenn die sammtlichen p — 1 
anderen Elemente an derselben Stelle aufgetreten sind, dann aber 
tritt jedes Element aiich wirklich wieder an seine urspriingliche 
Stelle. Um nun nachzuweisen, dass jede Anordnung aus einer an- 
deren durch eine Reihe cyclischer Vertauschungen erzeugt werden 
kann, nehmen wir an, irgend eine Anordnung entstehe aus einer 
anderen so, dass an die Stelle eines Elementes, z. B. 1 ein anderes, 
z. B, 3, getreten sei. An die Stelle von 3 tritt dann entweder 1, 
und dann haben wir schou eine cyclische Vertauschung zweiter 
Ordnung, Oder ein anderes z. B. 5. An die Stelle dieses letzteren 
tritt nun wieder entweder das erste 1, und dann haben wir eine 
cyclische Vertauschung dritter Ordnung, oder wiederum ein anderes, 
das nothwendig von den schon benutzten 1, 3, 5 verschieden sein 
muss. An die Stelle dieses kann entweder das erste treten, wo- 
clurch eine cyclische Vertauschung gcschlossen ware , oder wieder 
ein anderes; einmal aber muss die cyclische Vertauschung sich 
schliessen, well iiberhaupt nur eine endliche Anzahl von Elementen 
vorhanden ist, und das erste Element 1 sich an irgend einer Stelle 
der zweiten Anordnung vorfinden muss. Auf diese Weise ist dann 
eine Reihe von Elementen abgefertigt. Beginnt man nun mit irgend 
einem dor noch nicht verwendeten Elemente, so kann man das 
vorige Verfahren wiederholen, bis alle Elemente erschOpft sind, und 
hat so eine gewisse Anzahl cyclischer Vertauschungen erhalten, 
welche nach einander oder auch gleichzeitig angeweudet, die zweite 
Anordnung aus der ersten erzeugen. Hat ein Element bei der 
zweiten Anordnung seine iStelle nicht geandert, so kann eine Nicht- 
anderung als eine cyclische Vertauschung erster Ordnung angesehen 
werden. Ein Beispiel mbge das Vorige erlautern. Seien die 11 
Elemente 

123456789 10 11 

in die Anordnung 

3 li 527 10 19684 




uDergegangen 


Miuuv xunijj utioo 


3 5 7 1 

libergeg^gen sind; dieae Widen also eiiio cyclisclio Vcrtaiiaol.uii 
vierter Ordnung. Golit man dann von 2 aus, so zoigt eioh, dass 

2 11 4 

in ■ 11 4 2 

ubergelien ; also bat man eine zweite cyclischo VcrlaiisoliutiL^ cirittc 
Ordnuug. Das nachste noch nicLt verwondctc Element ist 6 
Danu geht 6 10 8 9 u 

in 10 8 9 6 

liber, mid man hat eine dritte cyclische Vertauscliimg viortor Ord. 
nung. Jetzt sind alle 11 Elemente erschOpft, uiid folgiicli wire 
die zweite gegebene Anordniing aus der oi-stou durch die treliuN 
denen drei cycJischen Vertauschungen erzeugt. ^ 

Kehren wir pun zu unseren Fimctionswerthou zurilok so folfft 
dass, was aiich immer far eine Anordnung dersolben durch dtl 
Umlauf der Vanablen um den Verzweiirurm'SDunkt nntot. 
mag, dieselfae durch eine Reihe cySt'E^ 
tionswerthe hervorgebracht werden kann LSsst mmrd n v 

leid oinmlf nSoil ““o “ 

leidet jeder Functionswerth die namliche Aendoriuur wiodfn«’ .r 

m erne Reihe von Cvclen sodntjn in i^^ wa’n i s 10) 

atimmte Functionswerthe sich untor J Cyclus uur gewisae bc- 
jemals ein in eiZTder Pormutiron, ohno dass 

kann (vgl. Beisp 4. 8 Tm wi Werth dazu tretoii 

bei dem Umlaufe der^ Variablen um den ^'““ctiouswerth 

niebt andert, so harm ein solcher nafi? ^ V^^i’zweigungspiinkt sich 
far sich allein einen C;ireStl Sunrht'T 
den. Lmt man jetzt die Variable angosehen wor- 

schlossene Linie beschreibpn i beliebigo go- 

kroisungen einzelnr^^^^ v„\ Um- 

Daher kann auch die werden (§ 9). 

. Anordnung durch 1 beT den V^r ontstol.cnde 

cyolischen Vertaunchungen erzo J »““«o«<ian 

wd, so recMfertigt to'vtrS zon4oS**S ansesolwn 

jedem Verzweigungspunkte bestimmtfl a Annahme , dass in 

~h4„gend gedaoht warden, welchrZ/lio^tZignnp: 
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sclinitte hiuiiber in dei' oben angegebenen Weise sich in einander 
fortsetzen. Die Variable gelangt dann , wenn sie einen Verzwei- 
gungspiinkt iimkreist, nacli und nach in alle die Blatter, welche 
derselben Gruppe angehoren , und nur in diese , und kebrt zuletzt 
in dasjenige Blatt zuriick, von welchem sie ausgegangen ist. Be- 
zeichnen wir jetzt die einen bestimmten Werth sq von s reprasen- 
tirenden Punkte der n Blatter der Reihe nacli mit .... 

sodass der Index zugleich das Blatt bezeichne, in welchem der 
Punkt sich befindet, so kdnnen zunachst die ftir zo statthabenden 
Functionswerthe beliebig auf die Blatter vertheilt werden, d. h. 
man kann in beliebig gewahlter, aber bestimmter Weise annehmen, 
welcher dieser Functionswerthe jedem der Punkte za®, 
angehoren soli. Wir wollen diese Wertbe der Reihe nach mit 
wi®, bezeichuen. Alsdann aber bestimme man die in 

den einzelnen Vorzweigungspunkten zusatnmenhangenden Blatter so, 
dass sie genaii den friiher erwahnten Cyclen entsprechen, in welche 
die Functionswerthe bei jedem Verzweigungspunkte sich theilen. 
Wenn also in der einfacheii z-Ebene bei einmaliger Umkreisung 
einos Vei’zweigungspunktes in wy,o in u. s. w. tiber- 
gefiihrt wird, so bestimme man in der ji-bliittrigen Flache den 
Zusammenhang der Blatter so, dass bei einmaliger Umkreisung des 
namlichon Verzweigungspuuktes die Variable von z^® nach z^®, von 
zx® nach z;.®, u. s. w. gelangt. Erleidet ein einzelner Functions- 
werth ?t}^t® dabei keine Aenderung, so wird das entsprechende Blatt 
/it, in diesem Verzweigungspunkte mit keinem anderen Blatte in 
Zusammenhang gesetzt. Ist diese' Bestimmung einmal festgestellt, 
so vertheilen sich nun die Functionswerthe fttr jeden Werth von z 
in bestimmter Weise auf die n Blatter. Um dies nachzuweisen, 
braucht man, da in der einfachen z-Ebene die verschiedenen Werthe, 
welche die Function in einem imd demselben Punkte z haben kann, 
nur durch die verschiedenen nach z fahrenden Wege bervorgebracht 
werden, nur zu zeigen, dass, wenn man in der n-blattrigen 
Plache von einem bestimmten Punkte, etwa von z,® aus, und -mit 
dem bestimmten Werthe beginnend auf irgend zwei verschie- 
denen Wegen nach dem namlichen beliebig gewahlten Punkte zi 
gelangt, man immer auf beiden Wegen zu demselben Functions- 
werthe geftilirt wird. Wir mUssen bei diesem Nachweise verschie- 
dene Falle unterscheiden : 

1) Nehmen wir zuerst an, der Endpunkt eines von z^® aus- 
gehenden Weges sei einer der den Werth zq reprasentirenden 
Punkte, also etwa Dann bildet der entsprechende Weg in der 
einfachen z-Ebene eine geschlossene Linie. Diese kann in eine 
Reihe von geschlossenen tfmlaufen um einzelne Verzweigungspunkte 
umgeformt werden, ohne dass der Endwerth der Inunction ein an- 
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derer wird. Dera ontspricbt in dor n-blattrig(!n Flilcho, dass die 
Variable ebenfalls einzelne Verzweigungspuukte urakroist und sich 
bei jeder Umkreisung zu demjenigen dcr Pvinkte -i", ...S;/* 

begicbt, den sie bei dieser erreichen kaiin. Dio Punktc, zu denen 
sie auf diese Weise gelangt, niSgen der Rciho nacb tnit r,/', 
bezeichnet werden. Naeh dom, was oben tlbcr die 
Vertlieilung der Functionswertho foslgesetzt wurdc, und da bier 
immer nur einmalige Umlaufe urn je oinon Vorzwcigungspunkt in 
Betracbt kommen, nimmt dann w der Reibe nacb dio Wortlio v/i)*', 
loa^, uofp, an. Mit irgcnd oinom andoreu in be- 

ginnenden und in zx^ endigenden Wege kanti nun dio nllinlicbo 
Umformung vorgenommen werden, docb wird jotzt dio Variable irn 
Allgemeinen in andere Blatter gelangen als vorhin. Nobmon wir 
an, die Umkreisungen ffibren die Variable von zjO nacb und nacb 
zu ...z/fO und scbliesslicb nacb dann ist die ont- 

sprechende Reibe der Functionswertbe ?«„(), «>/,<> ...y/)//>, und 
da der letzte Umlauf der Annabine nacb von z//' nacb zx^ fdbrt, 
so D3USS scbliesslicb auch nacb wx^ liborgefiibrt werden. Wir 
geben bierzu ein Beispiel. 

Bei der § 1 1 vorgefiibrten 6*blattrigGn Flacbo kann man z. B. 
von Z|0 nacb zg*' kommen, indem man den Punkt a zwei Mai um- 
kreist, wodurch man von zj® nacb z^® und zg*’ gelangt. Man kann 
aber imter anderen auch folgenden Weg einscblagon: von z,** iim a 
nacb Z 2 ® dann um c nacb zgO, dann iim a nacb zg«, und zulctzt 
um c nacb zgO. Bei dera orsten Wege durcblUuft to dio Wortlio 
wjO, wgO; bei dem zweiten y/jgO^ 

wertb aber ist auf beiden Wegen derselbe. Als speciellen Fall 
heben wir hervor, dass, wenn die Variable auf irgeud oinom Woge 
wieder nacb dem Ausgangspunkte z^o zurttckgelangt , die Function 
auch den ursprfinglicben Werth wieder erhftlt, 

2) Wir betrachten ferner zwei dieselben Punkte verbindenden 
Wep A und B, welche ganz in einem und demselben Blatto vor- 
lauten , also z. B. wenn wir z^® wieder als Ausgangspunkt an- 
nehmen, ganz in dem Blatte 1. Wenn dann die beiden Wege 
keinen Verzweigungspupkt einscbliessen , so ist eine besondero Er- 
orterung nicht ndtbig, da die entsprecbenden Wege in der einfaolien 
z-Ebene auch keinen Verzweigungspunkt einscbliessen, und daher zu 
demselben Functionswertbe ftthren (§ 9). Wenn aber die betraoh- 
teten Wege Verzweigungspunkte einscbliessen, so bemerke man, 
dps dieser Fall nur dann eintreten kann , wenn von keinem der 
eingeschlospnen Verzweigungspunkte aus ein Verzweigungsschnitt 
in’s Dnendliche gebt, denn sonst mlisste raindestens einer der Wege 
den Verzweigungsschnitt Uberschreiten und kdnnte nicht ganz in 
demselben Blatte verlaufen. Es kann also der vorliegendo Fall 
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nui- daiin eintreten , wenn mehrere Verzweigungspunkte von den 
beiden Wegen umschlossen werden, und jeder Verzweigiingsschnitt 
zwei Verzweigungspunkte niit einarider verbindet. Wenn man nun 
in der einfachen s-Ebene deni einen Woge, z. B. B, Umlaufe um 
alle eingeschlossenen Verzweigungspunkte vorhergehen lasst, so 
erhalt man einen neuen Weg C, welcher zu demselben Fiinctions- 
wertlie ftlhrt, wie A, Fitbrt man aber diese Umlaufe in der n- 
blattrigen Flache aus, so flihren diese wieder nach zuriick, denn 
jeder Verzweigungsschnitt verbindet zwei Verzweigungspunkte ; bei 
der auf einander folgenden Umkreisung der letzteren muss also der 
Verzweigungssclmitt zweimal in entgegengesetzter Richtimg iiber- 
schritten werden ; man gelangt daher imraer wieder in das Blatt 1 
und demnach schliesslich auch nach zurttck. Nach dem , was 
in dem vorhergehen den Falle bewiesen wurde, erlangt dann auch 
die Function in wieder den Werth Da nun aber der 

Weg C, welcher aus den Umkreisimgen und dem Wege B besteht, 
zu demselben Werthe ftihrt, wie und die Function den Weg B 
mit dem Werthe wj® beginnt, so muss auch dieser allein zu dem- 
selben Werthe ftthren, wie A. 

3) Schliesslich nehmen wir als Endpunkt der zu untersuchen- 
dcn Wege irgend einen in eiiiem beliobigen Blatte X liegenden 
Piinkt zi an. Der Anfangspunkt sei wie vorhin gi®. Man kann 
zunachst einem solchen Wege ohne Aenderung des Endwerthes der 
Function einen anderen substituiren , welcher zuerst nach gz® und 
dann ganz im Blatte I verlaufend nach gz ftihrt; denn man kann 
bei den entsprechenden Wegen in der einfachen g-Ebene das End- 
stlick des zwciten immer so wtihlen, dass dieser in den ersten um- 
geforrat werden kann, ohne dass ein Verzweigungspunkt flberschritten 
zu werden braucht. Macht man mm dieselbe Umformiing bei zwei 
verschiedenen Wegen, so ftihren beide zuerst nach gz®; hier erlangt 
die F'unction auf beiden Wegen nach 1) den Werth mz®» Die noch 
flbrigen Theile der beiden Wege verlaufen ganz in dem Blatte K, 
beginnen in demselben Punkte gz® und mit dem ntimlichen Func- 
tionswerthe wA*, also ftihren auch beide nach 2) zu demselben 
Functionswerthe in zx. 

Iliedurch ist naohgewiesen , dass, uachdem die obigen willktir- 
lich zu wtihlenden Feststellungen gemacht Bind , die Function in 
jedem Punkte der Fltiche einen bestimmten von dem Wege imab- 
litingigen Werth erhtilt und zu einer eindeutigen Function des Ortes 
in der Flache wird. Dadurch ist dann die Vieldeutigkeit der alge- 
braischen Functionen*) aufgehoben, und wir werden nun im Fol- 

*) Man kann zwar auch solchen Functionen wie log z, aretg z, u. s. w. 
Verzweigungapunkte zuschreibcn, allein tiann miisste man annehmen, dass 
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genden stets annehmcn, dass das Gobiet tier Vcriiiidcrlichen aus so 
vielen Blattern bestebe, als nbtliig sind, urn eino m botracbteiide 
vieldeutige Punction in eine eindeutige zii verwandelu, imd wcrdcn 
zwei Punkte nur dann als identiscb botrachton, weiui sic aiich dom- 
selben Blatte der Plaehe angoliOren. Domgemilss noimcn wir cino 
Linie niir dann wirklich gesclilosscn, wcnn ihr Anfiings- und 
Endpunkt in dem namliclien Puiikto dos nilmliclien Blattcs zmsam- 
menfallen. Endigt dagegen einc Linie in einein Pniikto, dor unter 
Oder tiber dem Anfangspimkte in einetu anderen Blatto llfigt, so 
nennen wir die Linie scheinbar gosclilosson. 


§ 18 . 

An das Vorige kntlpfen sick nocli oinigo Bornerkungon. Boitii 
Ueberschreiten eines Verzweigungsschnittos sctzt sich , wio orUlutert 
worden ist, ein Blatt in ein anderes fort, in der Art, class wenn 
die Variable sich auf demselbon fortbcwogt, die Function sich stetig 
andert. Daraus folgt, was wohl zu boacbtcn ist, dasa dio Function 
in dem namlichen Blatte zu boiden Seiten oiucs Vorzwcigmigs- 
schnittes immer verschiedene Werthe hat. Nclimon wir z. B. an, 
fiber einen Verzweigungsschnitt hinUber sotze sich ein Blatt x in oin 
anderes X fort, und es seien und 2 ;, zwei donsolben Worth von 
s reprasentirende Punkte, welchc in resp, x und A und in unond- 
licher Nahe des Verzweigungssclinittes liegen. Porncr soi z/ dor 
Punkt, welcher in x dem auf der anderen Seito dos Vorzwoi- 
gungsschnittes und in nneudlioher Nahe dossclbon gerado gogen- 
fiberliegt. Alsdann gelangt die Variable boi der Umkroisung des 
betreffenden Verzweigungspunktes von fiber z/ nach s;i. Dora- 
nach bilden und zz eine stetige Aiifeinanderfolge, nicht abcr 
und zz. Bezeichnen nun tv^, ’lox, wz die resp. in zz statt- 

findenden Functionswerthe, so bildet xoz die stetige Portsotzung von 

und nicht von Wx, und Ifisst man den zwischen mz und Wx 
stattfindenden unendlich kleinen Unterschied ausaor Acht, so kann 
man sagen, ea ist = loz', da abor wz von Wx versehioden ist, 
so sind aucl^ttjK und Wx von einander verschiedon. Boi dev Func- 
tion w==]/^3 z. B. besteht die FIfiche aus zwei BUlttern, die in 
dem Verzweigungspunkte s = 0 zusammcnhangeu. Hior ist 
§ 10 . Bcisp. 1 ) und also auch «= — -wx. 
In diesem Beispiele besitzen daher zu beidon Seiten des Verzwoi- 


in einem Verzweigungspunkte unendlich viele Bliltter der Fllicho zusararnen- 
daher die genannten Functionen spEter imter dem 
t^esicntspunkte von Integralfuuctionen betrachten, 
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gungsschnittes die Puoctiouswortbe in dem namlichen Blatte ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. 

Riemann nennt die Verzweigungspunkte auch Windungs- 
punkte, weil die Flaclie sich urn einen solcheii Punkt wie eine 
SchraubenfliLchc von unendlicli Ideiner Ganghohe herumwindet. 
Hangen dann in einem solcben Piinkte nur zwei Blatter der Flache 
zusammen, so heisst derselbe ein einfaeher Verzweigungs- 
punkt Oder ein W i n d u n g s p u n k t e r s t e r 0 r d n u n g , hangen 
aber in ilim n Blatter der Flache zusammen, so heisst er ein 
Windungspunkt (n — l)ter Ordnung. Ftir manclie Unter- 
suchiingen ist es nun wichtig zu zeigen, dass ein Windungspunkt 
(n — l)ter Ordnung so angesehen werden kann, als wenn in ihra 
n — 1 einfache Verzweigungspunkte zusammengefallen waren. 
Nehmen wir beispielsweise n — 5 an, so gelangt bei einem Ver- 
zvveigungspunkte , in welchem 5 Blatter zusammenhangen ,• die Va- 
riable nacb jedem Umlaiife in das nachstfolgende Blatt, und eine 
Curve muss 5 Umlaufe urn den Verzweigungspunkt machen, ehe sie 
wieder in das erate zurlickgelangt und sich schliesst. Dasselbe 
findet aber auch statt, wenn man 4 einfache Verzweigungspunkte 
c, d annimmt, in welchen der Reihe nach folgende Blatter 
zusammenhangen : 

in a h c d 

1 und 2 1 und 3 1 und 4 1 und 5. 

In Fig. 16 sind aa\ bb', cc, 
drf' die Verzweigungsschnitte, und Pig- 16. 

die Zahlen bedeuten die Num- 
mern der Blatter, in welchen 
die Linien verlaufen. Ueber- 
schreitet die Curve von zq aus 
den Schnitt aa, so tritt sie aus 
1 in 2 und bleibt bei dem gan- 
zen Umlauf in 2, weil dies Blatt 
in keinem der Punkte b, c, d 
mit einem anderen zusammen- 
hangt. Beim ersten Umlaufe 
kommt also die Curve aus 1 in 2. 

Wird nun aa zum zweiten Male 
itberschritten, so tritt sie aus 2 
in 1 und dann bei bb' aus 1 
in 3. Dann aber bleibt sie bis zur Riickkunft nach zq in 3, also 
bringt der 2te Umlauf sie nacb 3. Erst bei hh' tritt sie wieder 
aus 3 in 1 und dann bei cc aus 1 in 4. In dieser Weise bringt 
jeder neue Umlauf die Curve in das nachstfolgende Blatt ; nach 
dem 5ten Umlaufe’ gelangt sie daher in das erste Blatt zurtick und 
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schlieast sich. Man sieht also, dass die Uebergiiiigo Iiier in der- 
selben Weise statt6nden, wie bei einem Windnngspnnktc 4tev Ord- 
nung. Lilsst man daher die vier einfaclien Verzweigungspunkte so 
wie auch die Verzweigungsschnitte sich einander niilieni und 
schliesslich zusammenfallen , so bleibt alles ungeilndert. Es zeigt 
sich zugleich in diesem einfachen Falle, dass die Anzahl der Um- 
laufe, welche eine Curve um ein Gebiet machen muss, urn sicli zn 
schliessen, um 1 grosser ist, als die Anzahl der in diesern Gel)iet(‘ 
enthaltenen einfachen Verzweigungspunkte, da der Windiingfipunkt 
4 ter Ordnung 4 einfiichen Verzweignngspnnktcn ilqnivalent ist. Es 
soli spiiter gezeigt werden, dass diese Bezielmng allgenioin gilt. 

§ 14 . 

Es'scheint hier der geeignete Ort zu sein, einor Vorstellimgs- 
art Erwahnung zu thun, welche auch im Unondliclien cntweder 
eine bestimmte Fortscbreitung odor eine Verzweigung mbglich 
macht. Nach Riemann kann man sich nlimlich die Ebeno, deren 
Punkte die Werthe einer verlinderlichen Grbssc darstellen, ini Un- 
endlichen geschlossen, als eine Kugel mit unendlicli grossem Radius 
denken. Der unendlich entfernte Punkt kann dann als oin ganz 
bestimmter in dieser geschlossenen Flilche' aufgefasst werden. Be- 
steht nun eine Flache aus n Blattern, so ist jedos als im Unend- 
lichen geschlossen, als eine Kugelfladie mit unendlich grossem Ra- 
dius zu denken, und in jeder dieser KugelMchon nimmt tier un- 
endlich entfernte Punkt eine bestimmte Stelle ein. Dann ist es 
auch denkbar, dass mehrere Blatter in dem Punkte oo zusanmien- 
hangen, und dass dieser ein Verzweigungspunkt ist. Um bei einor 
durch einen Ausdruck gegebenen Function w — f (z) zu entsclieiden, 

ob 2 = oo ein Verzweigungspunkt ist, braucht man nur z~ ' 

u 

zu setzen. Geht dann / (z) in y (u) tiber, so liefert jeder Ver- 
zweigungspunkt z = a von / (z) fUr cp (?<) einen VorzweiguiigB- 

punkt u — und umgekehrt jeder Verzweigungspunkt « ==. h von 

(p (u) einen solchen ^ = j von / (z) ; daher ist z = oo ein Ver- 
zweigungspunkt von / (z) Oder nicht, je nachdem w = 0 ein Ver- 
zweigungspunkt von cj) (u) ist Oder nicht. Bei einer im Unond- 
lichen geschlossenen Fla.che, bei welcher z == oo ein bestimniter 
Punkt ist, kann man nicht mehr einen unbestiramt in’s Unendliche 
gehenden Verzweigiingsschnitt ziehen , sondern , wenn ein soldier 
ill’s Unendliche geht, so eiidet er in dem bestimmten I’unktc 
z = 00 . Zur Erlauterung dieser Vorstellungsart geschlossenor 
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Fladien und einiger dabei znr Sprache kommeiider Nebeiiuuistande 
raogen ein Paar Beispiele vorgefiihrt werdeii, wobei wir iins in 
BetrefF der Bezel clinnngeii der Kiii'ze wegen auf die in § 10 und 1 1 
angewendeten beziehen. 

1) Die schon betrachtete Function 




geht dnrch die Substitution 2 = 


(p (n) = 


au , 

hu * ly 


liber, daher ist u == 0 nnd also auch 2 = go ein Verzweigungs- 
punkt, und zwar liiingen, wie man sielit, bier dieselben Blatter zu- 
sammen, wie ira Punkte c. Man wird daber einen Verzweignngs- 
aciinitt von a nach h, und einen zweiten von c nach co ziehen. 

2) Die Function 


/(«) = 


geht in 


(2 — a) (z~ b ) 


y (u) = /(I — au) (1 — bii) 
ilber; daher ist 2 = 00 kein 
Verzweigungspunkt , sondern nur 

die Punkte 0, a und h. Von ^ ^ 

jedem dieser Punkte kann ein .a ^ 

Verzweigungssclinitt in’s Unend- 

liche gezogen werden. Nimmt jL ^ .y\/ 

man aber die PUlcben als im / y 1 

Unendlichen geschlossen an, so 1 / 

tretFen diese drei Verzweigungs- \ / 

schnitte im Punkte oo zusammen \ / 

(Pig. 17). Dann gehen flber \ / 

den Theil a 00 hintiber die 
Blatter in anderer Weise in ein- 

ander ttber, wie liber den Theil ^ 

b QO , namlich so wie die Zahlen 

in der Figur es andeuten. Urn den Verzweigungspunkt 0 in der 
Richtung der wachsenden Winkel hcrum geht / ( 2 ) in ■ ^ •= «/( 2 ), 

also 1 in 2 und daher auch 2 in 3, nnd 3 in 1 fiber. ■ Umkreist 
man nun den Punkt oo , so geht beim Ueberschreiten von 0 co , 


V y 



it 


a 


Z3 1 




1 in 2, dann beim Ueberschreiteii von oo , 2 in 3, iiiul cndlich 
beim Ueberscbreiten von ttoo, 3 in 1 tlber. Ilior koinmt man 
also schon nach dem ersten Uinlaiif in das orsto Blatt jfSurOck, die 
Function andert ihren Werth nicht, iind der Punkt go ist daher 
wirklich kein Verzweigungspunkt. 

Man hatte bier auch die Pnrikte a imd b diirch eiuen in der 
Endlichkeit verlaufenden Verzweigungsschnitt verbinden kbnneii 
(Pig. 18). Dann muss es aber auf diesor Linio eiuen Punkt c 

geben , wo die Scheidinig 
Fig. 18 . stattfindet, sodass tlber uc hln- 

tibev die BlHttcr in andoror 

Woise ziisaramenliUngcn , ala 
tlber be. Logt man dann den 
zweiten Verzweigungssclinitt 
von 0 nacli c, so bleibt auch 
beim Umkreisen dea Punktes 
c die Function ungeilndert, 
sodass c koin Verzwoigungs- 

punkt ist. Man kann hier 
die Sadie in alinliclier Weise, wie es iin 2tcii Boispiole des § 10 

scliou eiiautert wurde, so ansehen , als wenn der Punkt e durch 

das Zusaramenfallen dreier Verzweigungspunkte d, c, / enlstandon 
ware, welche sich gegenseitig aufgclioben haben, sodass die gege- 
bene Function aus der folgenden 


/X J 



/ 



/ 

3 

0 



Iz ~ a z~b (z — /)“ 
z — d z — e 

dadurch entstanden gedaclit wird , dass d <= e => f ^ c gowor- 
den ist. 

Man kann hier die Verzweigungsschnittc auch noeh auf cine 
dritte Art wahlen, indera man einen solclielii von a nach 0, und 
einen zweiten von 0 nach h zielit. 


3) Die Function 
/(=^) 


3 

Yiz 


a) (» — I,) 


geht in 


9 (“) 


'(I — au) (1 — bu) 


tlber , daher ist k == oo ein Verzweigungspunkt. Man kann hier 
einen Verzweigungsschnitt von a nach oo und einen zweiten von 
b nach oo legen (Fig. 19), und die Blotter so zusammenhkngen 
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lassen , wie die Figur andevitet, Ein Umkreisen des Punktes go 
ftihrt danii zuerst iiber 1> CO von 1 nach 2 , und dann iiber a CO 
von 2 nach 3, also bei einetn Umlaufe von 1 nach 3 , sodass die 
Function sich andert, und s = oo wirklich als Verzweigungspunkt 
auftritt. Man bemerke dabei , dass wenn die Bewegungsrichtung 
auch hiei' die der wachsenden Winkel sein soil, die Umkreisung 
von oo aus gesehen in entgegen- 
gesetztev Richtung stattfinden 
muss. Denn setzt man f ^ 

u = r (cos (p — ^ sin y), | \ 

so foigt 1 1 

2 = 1 (cos <p + i sin (/)., \ ^ / 

Be'sclireibt also u eiuen Kreis um \ ^ 

den Nullpunkt mit kleinem Ka- ^ 

dius und in der Richtung der 

abnehmenden Winkel, so beachreibt ) 

z einen Kreis mit grossem Radius \ ^ 

und in der Richtung der wachsenden Winkel. In diesem Falle 

geht cp (n) bei cinern Umlanf in a'^tp (n), also auch f (z) in 

a-f (z) iiber, d. h. man kommt 

aus 1 nach 3, wie es die Figur 20. 

zeigt. 

Man kann auch hier die Punkte / \ 

a und h diirch einen im Fndlichcn rr s,-; / /! ^ 

verlaufenden Verzweigungsschnitt ver- f '' 

binden, darauf einen Soheidungspunkt ^ ^ 

c finnehmen und von diesem einen \ 7 

zweiten Verzweigungsschnitt nach ^ 

oo zieben (Fig. 20). Auch dann 

andert sich die Function beim Um- * 

kreisen des Puuktes c nicht. ( oo 

4) Beachtung verdient auch daS friiher pag. 33 angcfiihrte 
Beispiel, bei welchem die Function w durch die cubische Gleichung 

— w -j— z = 0 

gegeben ist. Setzt man hier wie oben 


V y 


Fig. 20. 


Vz^ — 1 -), 

r 97 •' * 


- ( — -j- y^z‘ 


ist, so werden die drei Fuuctionswerthe ausgedrlickt durch 

Dur&go, 3<'unct. corapl. Var. 2. Autl. 5 
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== + (/ 

102 ~ “I" 

— u^> -j- «!/• 

Man hat hier zunachst die beiden Verzweiguiigspiinkte 

= J L- und 2 /-- I bei welchen jedes Mai zwoi 

~ 1^27 

Blatter der Flache ziisammenhangen ; sodann abor ist aucli z cxj 

Verzweigungspunkt, denn setzt man z === so wird 


/ /27 


(cos 3o i sin 3w) == — y I (cos w -1“ i sin v) 


die drei Wertbe von p sind hlao 


u = 0 ist also — oo und daher wegen (1) y 0. In 
= oo werden demnach alle drei Functionswerthe unendlich gross, 
sodass bier alle drei Blatter znsatnracnhangen. Es schoint nun 
auf den ersten Blick, als wenn die beiden erston Verzwoigungs- 

pnnkte + :j^^ sich ganz gleich verliivlten raUssteii , sodass in 

beiden die namlichen Blatter der Piache zusamnoenhangcn , allcin 
bei dieser Annahme gelingt es nicLt, die Verzweigungaschnitto so 
anziibringen, dass die Functionswerthe sicli in der richtigen Weises 
anf der Flache vertheilen. In der That ist diose Annahme auch 
nicht zulassig. Um dies einzuselsen, braucbt man, da die beiden 
ersten Verzweignngspunkte reell sind, und der Punkt z oO auch 
auf der Hauptaxe angenommen werden kann, nur die reelksn Wertlus 
von 2 zu verfolgen, und bringe den Ausdruck ftir die Wiirzoln m 
auf diejenige Form, die man ihm bei dem irreductiboln KnlUs der 
cubischen Gleichung giebt. Man schreibe also 


= /i (— z — .. — 1) 

K 2 1/27 / * 


und setze 


cos 3 a. 


Dann erhalt man 


gesetzt werden kaiin , so 


2^71 2*71 

Da ausserdem a — e 3 , a2 _ g 3 
erhalt man 


== 

— Vi 

(e + 

— . 
e ) 



?«2 = 

-Vi 

(.>■(» + 

277 

e 

— 'i(_V 

— I 

3 0 



(«•(”- 

2n 

— /(w — 

2 TV. 

W 3 = 

-Vi 

3 ^ e 

T>) 


= - 

~iVi 

COS V 




= - 


COS (v -j- 

0 77 * 

~) 

3 ■' 



= - 

- iVi 

COS (tf 

2 71- 



So lange v reell bleibt, durcblauft 2; die reellen Werthe, die 

O 

numeriscli kleiner als — sind, der Piinkt z also die Strecke 
Y 27 

zwischen den beideu einfachen Verzweigiingspiinkten ; fttr rein ima- 

2 

ginare Werthe von v wird z numeriscli grosser als und erst 

(/27 

fiir complexe Werthe von v nimmt z imaginare Werthe an. Fiir 
unseren Zweck kommt es demnach vvesentlich auf die reellen Werthe 
von V an. Dabei ist aber zu beachten, dass s als eine periodische 
Function von v eingefClhrt ist. Will mao daher etwas Bestimmtes 
haben, und die Variable z die Strecke zwischen den beiden ein- 
fachen Verzweigungspuokten nur einmal durchlaufen lassen, so muss 
man eine bestimmte Periode wahlen und diese allein betrachten. 

2 

Nehmen wir also an , damit z die reellen Werthe von - 1 - 

‘ y^27 

2 

bis durchlaufe , dass 8 v sieh von 0 bis tt , und v daher 

]/27 - 

von 0 bis bewege. Man erhalt dann die folgenden zusammen- 
gehdrigen Werthe voii a, z, too, *03: 


5 
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Bezeichnet man nun der Ktivze wcgcn dio Vftrzwoigungs- 

punkte +77-— — ■_y=^ i»it e untl f/, so zcigt sich, dasa 

y 27 y 27 

der gewahlten Periodo von v gemaes in e alksrdings dio boiden 
Punctionswerthe und wg zuaammoufallon ; wciin abor x; iiaeli d 
gelangt ist, so tritt dies nicht wieder ein, aondcDi os ist nun 
gleich geworden. Demgemass hat man anzunehnion, dass in e 
die Blatter 2 und 3 , in e aber dio BUlttor I und 3 zusaminon* 
hangen.^ Jetzt hat die Anbringung der Verzwoigungsaclnntto keino 
bchwierigkeit mehr. Man ziehe ntlmlich den orsten von t‘ nach 00 
und lasse bei il^m die Biiittor 2 und 3 gogonsoitig ziisatnmeu- 
hangen, der zweite gehe von e nacli qo und vorbinde die Blatter 
1 and 8 gegenseitig mit oinandcr. Dann hangcn in dein Piinkte 
^ ~ QO wirklich alle drei Blatter zuBanirnen, in die man naoh 
und nach gelangt, wenn man diosen Punkt lunkreist. Man kann 
auch hier wieder wie in dem vorigen Beispiele fie als orsten Ver- 
zweigungsschnitt nehmen, und auf dieser Linio einen Sclieidungs- 
punkt c anbringen, den man mit qo durch einen zwoiton Vor- 
zweigungsschnitt verbindet. 


Bedeutet w erne mehrdeutige Function von 2, W aber eine 

^ auch von allein), so ist 

die^^-Flache far die Function IF ebenso besohaffen, wie ftlr die 

bezeichnet man mit Wx und wu irgend zwoi 

sZpb von w, mit und dio ent- 

spieehenden Werthe jon W, so muss in Wx Ubergeben, so 
oft «;, m Ubergebt, weil jedem Werthepaare von * und w nur 

Uebergange der PF-Werthe 
gen daher m derselben Weise von den von 2 durchlaufenen Urn- 





4- ^ 

^ /27 

- 2 K 5 

"1“ y 1 

0 

— 1 

“j~ 1 

2 

yi7 

-Vi 

-“I" 2 
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kreiaungen ab, wie die ?iJ-Wertbe. Dalier hat die s-Flacbe f'iir W 
dieselben Verzweigungspunkte und Verzweigungssclmitte wie ftir w, 
und in jedem Verzweigungspunkte hangen aucb die namlicben 
Blatter zusammen. Aus diesem Grunde nennt Riemann alle ratio- 
ualen Functiouen von w und s ein System gleicbverzweigter 
Functionen. 


Yierter Abschnitt. 
Inlegrale mit complexeu Variablen. 


§ 16 . 

Man kanu das bestimmte Integral von einer Function einer 
complexen Verilnderlicben genau in derselben Weise defiairen , wie 
dies bei reellen Variablen geschieht. 

Es seien zq und s irgend zwei complexe Werthe der Varia- 
blen z. Man denke sicb die Punkte, welcbe diese beiden Wertbe. 
reprasentiren, durch eine beliebige uuunterbrochene Linie verbunden 
und nehme auf derselben eine Reihe eingeschalteter Punkte an, 
welcbe den Werthen 23, . . . der Variablen entsprecben. Ist 
ferner / (z) eine Function von s, und bildet man die Summe der 
Producte 

/ (2:0) (^1 — ~o) +/ ("1) (~2 -1) + ~h /’ M (s 

80 ist der Grenzwerth derselben, wenn die Anzahl der zwischen 
und z langs der beliebigen Linie eingescbalteten Werthe in’s 
Unendliche zunimmt, die Differenzen kj — zo ? ^2 — Hi 
in’s Unendliche abnebmen, das bestimmte Integral zwischen den 
Grenzen zq und z, also 

f f (z) dz == lim \f (zo) (-1 — zo) +/ (2i) («2 — 2i) + ( 

J +/(="«) (=2 ~ ^ 

^0 

Man siebt, dass diese Definition von der gewobnlich bei reellen 
Variablen gegebenen in nicbts Wesentlicbem verscbieden ist. Ein 
Unterscbied bestebt allerdings darin, dass, wie es die Natur einer 
complexen Veranderlichen erlbrdert, der Weg, den dieselbe zwischen 
der unteren und der obercu Greuze durcbbluft, d. h. die Reibc dor 
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dazwiscben liegenden Werthe, niclit voi'gcschriobcn iat, sondorii 
durch jede iinunterbroclieno Linio goblldet wordon kaini. Von 
dieser Linie, welche dor Integrationswcg goiuvnnt wird , ist 
das Integral durcliaus abhangig. 

Aus der Definition folgcn unmittelbar folgendo zwci Slltee: 

1) Bedeutet s/c irgend einen dor von der Variablon durch- 
laufenen Werthe, so ist 


/ (z) -j- 1 / (z) flz , 


/ («) 


2) Es ist 


f(z)d 


d. h. diu'chUuft die Variable die Linie, welche die stotige Auf- 
einanderfolge ihrer Werthe darstellt, in iimgekohrtcr Kichtiing, so 
erhalt das Integral den entgegengesetzten Worth. 

Man kann ferner zeigeri, dass wie auch immor dor Intogrations- 
weg beschatfen sein mag, das Integral 


stets eine Function der oberen Grenzc a ist, wonn dio untoro sq 
constant angenommen wird. Denn setzt man 

zq = xq -j— i'l/Q z =3 X -j~ !y 

t ~ ^ iV, 

so hat man 


ai + iy 

I / (I + iv) + idfj). 


^0 + Wo 

Dieses Integral zerfallt in zwei Theilo, so dass in dem eraten 
in^ dem zweiten t] die Integrationsvariable ist. Liegt nun ein be- 
atimmter Integrationsweg vor, so ist vermOgo desselbon oint 
Function von und § eine Function von ; soi etwa 
J7 = cjp. (§) 

fiihrt man diese ein, so wird nun, da ^ alle Werthe von iCo bis x 
und gleichzeitig rj die den ^ vermdg^ dos lutegrationswoges zuge 
hbrigen Wertbe von bis y durchlauft, 
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X 

= j/(? 


(? + (§)) + i \ / C*/' in) + ^n) *) 


imd diese Gleichung gilt, welches auch die den Integrationsweg 
bestimmenden Functionen y und tl> sein mdgen. Bringt man darin 
auch / auf die Form einer complexen Grdsse, so wird man auf 
lauter reelle Integrale gefUhrt, und dann folgt unmittelbar, dass 
man auf die vorigen die bei reellen Integraleu gtiltigeii Dilferen- 
tiationsregeln auwenden kann. Man erhklt also 

~=f (x + icp (*)) = / (x -j- iy) 

== i^ (y) + ^y) «= (« + * 2 /)- 

Demnach ist 


also (nach § 5) vi eine Function von 2 . Aus dem zweiten der 
oben angefilhrten Satze ergiebt sich dann, dass w auch als Function 
der uuteren Grenze betracbtet werden kann, wenn die obere als 

/. dlO dw . , p , , 


constant angesehen wird. Da femer (§ 5) 


- ist, so folgt 


. t 

Dagegen darf der bei reellen Integralen gtlltige Satz, dass, 
wenn F (s) eine Function bedeutet, deren Derivirte — /(») ist. 


j /■(»)* = 


gesetzt werden kanu, nicht ohne Weiteres auf complexe Integrale 
ttbertragcn werden , denn , wie schon bemerkt , hdngt der Werth 
eines solchen nicht bloss von der oberen und unteren Grenze, son- 
dern auch von der ganzen Reihe der dazwischen liegenden Werthe, 
d. h. von dem Integrationswege ab. 


*) Es folgt dies auch aus der Sunime (1), durch welche das Integral 
definirt wird, wenn man in derselben die complexen Grossen in ihre Be- 
standtheile zerlegt. 
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§ 17 . 

Um nuQ den Einfluss zii untersuchcii, den dor lutof^nitionsweg 
auf den Werth des Integrales hat, boginnon wii* iriit (bigonder Bo- 
trachtung. Es sei 

Z = X ~|— V/ 

die Variable, also x und y die rechtwinkligen Coordiiiaten dos dar- 
stellendeu Punktes. Hat man imii ein auf irgeiul oine Woise boBtiumil 
begrenztes Flachenstttck, welches aus eincm odor aucli aus nielircrcn 
Theilen bestehen kann, und bedeuten 7Mind Q zwoi rcollo iunor- 
halb des Plachenstttckes tiberall cndliclie und stctig (3 Functionoii 
von X und ?/, so soli zunftchst bewieson werden, dass das auf 
das ganze PUchen stft-ok ausgodolnite EUlclien- 
integral 



dera liber die ganze Begrcnzung des FUlchenstilcks 
erstreckten Linienintegral 


gleich ist. 



Qdy) 


Satz nicht bless ftlr den oinfacliston Pal 

Linie be^Lr“- ^urttcklaufendei 

Lime begren/t wird, sondern wir wollen auch gleich die Fttllo mi 

benlcksicbtigen, m welchen die Begrenzung aus ruehreren abgeson 
derten pscblossenen Lmien besteht, die entweder ganz ausset- ein 
under hegen kbnnen, Oder von denen eine oder mehrero von oine 
anderen ganz umscMossen werden; endlich wollen wir auch doi 

tera wekheTh’ v “ atts mebroren Bint 

aadei Obereeh™ AW *' ''f™“?u»gS6ohmtto binllber in nin 

tiont P pmkte onthait, in donen die Fnno 

aber nm aSe dleae”™’ mnas nun 

Sinn der Bpd-i ^ u etwas Bestimmtes liber den 

bmn der Begrenzungsrichtung festgesetzt werden. Wenn X wi 

Ktp.- senKu = 
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Fig. 21. 


grenzungsrichtung so ajmelimeu , dass jemand, dev dieselbe 
in dieser Richtung durchljiuft, das begrenzte Placbenstiick steta an 
dev linken Seite hat. Man kann dies auch so ausdriicken : In 
jedem Punkte dev Begrenzung liegt 
die in das Inneve des Flaclienatticks 
gezogene Normale zur positiven Be- 
gvenzungsvichtung so, wie die positive 
«/-Axe zur positiven sc- Axe. Bestebt 
z. B. die Begrenzung aus eiiiev 
ausseren gesclilosseneu Linie und 
einem ganz innerhalb devselben lie- 
genden Kveise, so dass die innerhalb 
dieses Kreises liegenden Punkte sich 
ausserhalb des begrenzten Plachen- 
stttcks befinden , so ist bei dev 
ausseren Linie die positive Begren- 
zungsrichtung die der v/achsenden 

Winkel, bei dem kleinen Kreise dagegen die entgegengesetzte, wie 
es die Pfeile in Fig: 21 andeuten. Bei dem Linienintegvale nun, 
von welchem wiv beweisen wollen, dass es dem augegebenen 
Flachenintegvale gleich ist, muss die Integration iiber die ganze 
Begrenzung in der eben erlauterten positiven Richtung er- 
stveckt werden. 

Wir schreiben das Integral J in der Form 



J 


" SJ i - jj 


dP 


dij 


dxdy, 


Fig. 22, 


und kbnuen dann in dem evsten Theile die Integration nach x, 
im zweiten Theile die nach y •aiisfiihren. Zu diesem Zwecke zer- 
legen wiv fUv das erste Integral das FlachenstUck in Elemeutav- 
streifen, welche dureh einander 
unendlich nahelieg«nde , der x-Axe 
parallel laufende Gerade gebildet 
werden , und im Falle Verzwei- 
gungspunkte vorhandeii sind, tragen 
wiv Sorge, dass’ durch jeden der- 
selben eine solche Gerade hindurch 
gehe. Badurch zerfallt das ganze 
Flachensttick in unendlich schraale 
trapezfdrmige Streifen. In Fig. 22 
sind z. B. bei einev aus 2 Blattern 
bestehenden Fhlche , welche durch 
eine einen Verzweigurigspunkt zwei- 
mal umgebende geschlossene Linie 



I 



begrenzt ist, mehrere soldier trapezf(5rmigeii Stilckc clargostellt, 
wobei die im zweiten Blatte verlaiifenden Linion piuiktirt sind. 
Hebt man nun irgond einen, cinem beliebigen Wertlio von y ange- 
hbrigen, dieser Elementarstreifen heraus, d. h. woiin die Fladio 
aus mehreren Blattern besteht, alle diejonigen in don vorscliie- 
denen Blattern unnoittelbar ilber einander liogendon Elenientar- 
streifen, die demselben Werthe von y angelidren , und bezeichuet 
die Werthe, welche die Function Q an denjeiiigen ytdlen besitzt, 
wo der Elementarstreifen die Begrenzung durchsdmeidot, von links 
nach rechts gerechnet (d. h. in der Richtiing der positivon x-Axo) 
an den Eintrittsstdlen mit 

(>i, C>2, (>:, .... 
und an den Austrittsstellen mit 

\ Q\ Q'\ r, .... 

so ist (Fig. 23) 

3 - Vi + V - Qa + {>■' - ,*) 

also 


M 






dy -}» 



Fig. 23. 



In den Integra Ion rcclitor Hand 
durcliltluft y alle Werthe vom 
kloinston bis zuin grbssten, dy 
ist also immer positiv zu iioh- 
men. Bozeichnet man aber die 
Projectionon der durch die 
Elementarstreifen aus dor Be- 
grenzung herausgeschnittenen 
Bogenelemeute auf die sy-Axo, 
in derselben Heihenfolge wie 
oben genotnmen, an don Ein- 
trittsstellen durcli 

> %3j 

und an den Austrittsstellen 
durch 

dy, dy", dy" 



j^Man bemerke, dass diese Gleichung aucli dann noeh richtig bloil 
^ n-gend emer Stolle, tiber die aich die Integration erstreol 

breehun, dei Stetigkeit erleidet. let namlich / (a;) oino Function d 
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und nimmt auf die positive Begrenzungsrichtung Riicksicht, so ist 
(Fig. 23) 

cly == (ly^ == dij^ — dVs 

— + (ly = + dy" = -f- (hj"= , 

folglicli 

+ I (y dy -j- 

In alien dieseu Integralen verandert sich y im Sinne dcr positiven 
Begrenzungsrichtung, dalier vereinigen sich alle zu einetn einzigen, 
und naan erlialt 



(?2 dU'i, “ I - ■ • • 



wenn das letztere Integral auf die ganze B sgrenzung in positive!’ 
Riclitung erstreckt wird. 


reellen Variablen x, welche an einer Stelle a- == a stetig ist, wilhrend ibr 
Differentialquotient f (a) an clieser Stelle eine Unterbrecliung cler Stetig- 
keit erleidet, bo iieiime man zi! beiclen Seiten von a zwci unendlich nahe 
an a liegentle Werthe xh und Xk an. Liegt dann in dem lutegrale 

f/ (a.-) dx 

a zwiscben den Grenzen Xq und , und bleibt / (a;) zwischen denselben 
stetig, Tvabrend f (x) nur an der Stelle x — a unstetig i«t, so kann man 
setzen 

|-®/i Xj 1 

^ /' {x) dx = lim n /' (a;) dx + J /' '{x) dx\, 
xo *-xo x/c 

wo der Grenziibergaug sich auf das Zusammenfallen von xh und xk mit 
a beziebt. Da nun /' ix) von a^o bis xk und von Xk bis x^ stetig ist, 
so folgt 

V f (x) dx = lim [/ {xh ) — / (^o) + / (.^i) ~ f («/01 > 

Xo 

und da / (a) an der Stelle x = a stetig ist, also beim Uebergang zur 
Gronze / (.a: A) und f (xjc) einander gleicb werden, oder 
lim If (xh) — /(a:A)J = 0 

ist, so hat man trotz der Stetigkeitsunterbi’echuiig von /' (a:) zwischen den 
Grenzen des Integrals doch 

a?i 

5 f dx = / (a;,) — / (xo). 

Xo 

Dioser Fall ist bier mit zu beriicksichtigen , da sich spater zoigen wird, 
dass die Derivirten stetiger Functionen in den Verzweigungspunkton un- 
endlich gross werden konnen (§ 39). 






wwAji/AVAwii y axiaujiu. 


Ebenao kann man nun auch das zwoitc Integral 
dP 




I 


^1/ 


dxilji 


behandeln. Hier zerlegt man das FlftchonstUck in Elomoiitar 
streifen diircb gerade Linieii, welclio dor ;y.Axe parallel lautbii imd 

lilsst durch joden Verzwoigungs 


Fig. 23. 



punkt eino soiclie Goradc Iiin- 
duichgohn. Bozeichiiet man 
daiin die Wortlio, wolche die 
Function P an den Stellen 
liat, wo oin Klementarstroifen 
die liogronziiiig durchsehnoidot, 
dieso Wei'tlic dor Iteilio nacb 
yon uiitcn nacb oben (nilnilich 
in dor Hiclitung dor positivon 
;y-Axo) gerecluiot, an don Eiu- 
trittsstellcn init 

Aj ^3 

iind an den Austrittsstollon rnit 

, K K , 

80 ist wiedor 


[f 8P f 

r f 

jj 

A dx -j- 1 p'dx ■— 1 p^ dx -f- 

darin ist dx positiv. 

^ J 

Bezoiclinen abor 


dx,, c&a, dxg, .... und dx', dx\ dx" 

S. 3 S;:; t. sstxsc"' 

*-j- dx 
— dx 


und daher = _ ^ J. 


jj" dy j A — j 1^' dx — j p^ dx^ 


f 


PdXf 


ffichLg‘tL^delinen'’1It* s'etzf'’ >n positiver 

»en, Bcffolgt, zu Leis:! .™" """ 

rr/9Q dp\ 



dP 


das Linienlntegral auf die ganze Begrenzung in positiver Richtung 
erstreckt. 

Dieser hiedurch fiir reelle Punctionen P und Q bewiesene 
Satz kann sofort fiir den Fall erweitert werden , dass P und Q 
complexe Functionen der reellen Variablen x und y sind. Namlich 
setzt man 

p = P' + iP" Q=Q' + iQ'', 

worm P', P", Q\ Q" reelle Functionen von x und ?/ bedeuten, 
so ist 


fl( 


dQ 

dx 


8j) 


rr 

jj \dx ■ dy j 

• fal — %■) 


dxdy 


und wenn man den Satz auf die reellen Theile der rechten Seite 
anwendet, 



(P' dx -\- Q' dy) 


(Pdx -[— Qdy). 



(P" dx -j- 


(/" d?/) 


Wir haben bisher angenommen, dass innerhalb des betrachteten 
Flachentheils keine Verzweigungspunkte Oder andere Piinkte liegen, 
in deneu P oder Q unstetig ist, Um nun auch solche FUlchcn- 
theile rait in die Betraehtiing hineinziehen zu kbnnen , haben wir 
nur notliig, solche Punkte mit beliebig kleinen (wirklich) gesclilos- 
senen Linien zu mngeben und dadurch auszuschliessen, wobei dann 
diese Linien mit zu der Begrenzung des Flachentheils gehdren. 


: § 18 . 

;• Aus dem vorigen Satze folgt sogleich der folgende : W e n n l 

1^- Pdx -|- Qdy ein vollstan diges Differential ist, so isti 

das Integral J {Pdx Qdy) ausgedehnt auf die ganze >L 
Begrenzung eines FlachenstOcks, innerhalb dessenl 
I P und Q endlich und stetig sind, gleich Null. Denn 1 

I wenn Pdx -[- Qdy ein vollstandiges Differential ist, so ist 

t ^ ^ 

i dy dx 

? also verschwinden alle Elemente des Fliichenintegrals , welches 


§ 
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dem Linienintegrale gleich ist , iind folglicli ist dioscs wie jenes 
gleich Null. 

Wenn nun 

w = f (z) 

eine Function einer conoplexen Variablen s =: x -j- /?/ if 

[§ 5 . ( 1 )] 

Sw . dw d(iw) 
dy dx dx ’ 

Polglicli 

wdx -j- iwdy d. ll. tv (tlx -|- itly) oder wtL 
eiii vollstandiges Differential, und dahor 


=: X -j- /// ist , SO ist 


j / (.) <k = 0 , 

wenn dieses Integral liber die gauze Bogreir/ung 
eines Fllichenstficks auegedohnt wird, innerhalb 
deasen f (s) end lie h und stetig ist. 

Hieraus folgt weiter: Lasst man die Verllnderlicbo c zwiachon 
zwei Punkten a und b zwei versebiedene Wege ucJ> und aijh (Fig. 24) 
durclilaufen, welche zusaramen eine geschlosseue Linie bildcn, die 
far sich allein ein Flllcbonsti'lek vollstllndig 
24. begrenzt, und ist innerhalb des so bogrenz* 

J ten Fladiensttlcks f (s) endlich und atotig, 

^ 1 so ist Ober die geschlossene Linie ersfreckt 

/ f 

/ / 1 ,/ («) dz = 0 . 

/ einem bestimmten Wogo gonom- 

/ menes Integral kurz zii bezeiobnen, willileu 

wir den Buchstaben ./ und fUgon domselbon 
^ den IntegrationswGg in Klammern binzu, so- 

dass z, B. das aiif dem Wege ach genotn- 
nene Integral | j (s) dz durch .7 (oc&) angedeutet wird. Dann 
kann man die letzte Gleichung schreiben 

J (a ch da) = 0. 

Nun ist aber (§ 16.) 

J^achda) = J(ach) Jp J(hda) 


also folgt 


J(hda) 


J (ad h), 


J(aob) J(adb). 
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Das Integral Lat also auf zwei verse hie- 

denen, dieselben Piinkte verbindenden Wegen immer 
denselben Werth, wenu die beiden Wege znsammen- 
genommen eiu Flachensttick vollstandig begrenzen, 
in welchem ,/' (s) endlicli und stetig ist. 

Hat man nun ein zusammenhiingendes Flachensttick, in wel- 
chem f ( 2 ) endlich und stetig Meibt, von der BeschaflPenheit , dass 
jede darin gezogene (wirklich) gesclilossene Linie fiir sich allein 
die vollatandige Begrenzung eines Placlientheils bildet, so hat das 
Integral / ( 2 ) dz auf alien Wegen zwischen denselben zwei Punk- 
ten denselben Werth. Lasst man die untere Grenze sq constant 
sein, so ist also innerhalb eines solchen Flachenstiickes das In- 
tegral eine eindeutige Function der oberen Grenze, und bezeichnet 
F (z) eine Function , deren Derivirte ==/(-), so ist innerhalb 

jenes Flachenstdcks ^ f (s) dz = F (z) — F (sq) , da in diesem 

■’o . 1 ’ 

Falle der Werth des Integrals von dem Integrationswege unab- 

hiingig ist. 

Es tritt hier die grosse Bedeutung hervor, welche solchen 
Fliicheu zukommt, in denen jode geschlossene. Linie fUr sich allein 
die vollstiindige Begrenzung eines Flachentheiles bildet. Iiim.ann 
hat die Flachen von dieser Besebafifenheit mit dem Namen ein- 
facli zusammenhangendo FlHchen bezeichnet. Eine solche 
ist z. B. eine Kreisfliiche. Ist in einer solchen f {z) tiberall stetig, 

so ist, wie bemerkt, f (z) dz in derselben eine eindeutige Func- 

^0 

tion der oberen Grenze. Wenn dagegen / (z) in einer Kreisfiiiche 
unendlich gross wird , z. B. nur in einem Punkto o, und inngiebt 
man diesen, urn eiu Flachenstuck zu 
erhalten, in welchem /' (z) stetig bleibt, 
mit einem kleinen Kreise k, und sebliesst 
don Punkt a dadurch aus, so ist die so 
entstehende ringfOrmige FlUche (Fig. 25) 
nicht mehr einfach zusaramenhangend ; 
denn eine Linie m, welche den kleinen 
Kreis k ganz umschliesst, bildet fiir sich 
allein noch nicht die vollstiindige Be- 
grenzung eines Flachentheils , sondern 
erst m und k zusammen. Demnach hat 
zwar das auf m und k zugleich erstreckte 
Integral den Werth Null, wenn aber das auf k allein ausgedehnte 
Integral nicht gleich Null ist, so kann auch das langs m genom- 


Fig. 25. 










§ 19 . 

Wir Jasaen jetet die Vorauaaotznnf? , da.« ,iu. ‘ 

■ betrachtenden FlUchenstdekf (Ibei'all f ^ 

und gehen zur Untersuchung von IntLralen 
tioaswege FJacbentheile begrenzen in^ ! 
mehr flberall stetig ist. ’ ^ b’lmction nicht 

keitspunkf gei ’word .! T ->!„ lj„st„tig. 

gnngspunkt sein Oder auch nidi't Oiehf “ ’’"‘' I’"'' 

Shlcke Unstetigkeitsponkte, so dst .Ta,. oWf"‘“ .'" 

Wbtigt zu schliessei), daas das ffh .r ! ' '" 

FlaolieDstltcks ansgedehnte Integral don dos 

Beweis dieses Satzes weeentlirlf If n w *' <Ier 

/ W innerlialb des li’l.'leltenaMIckcs ^nidi't 

kann zeigen, dasa, welci.en V!h A ber 

haben mag, es seinen Wertb .!iel,t /"‘"K'-hI aucii 
IV./ das FlScIiensliick um bo li ob j o. ! " f man 

zugekommenon Oder 'nnerliaib dor hi,,, 

-d'icl, „„d sleUg i D™, '■’'■“‘''end. lo 

TOlIstandig begrenzt, wie z. B. ! odw B L '‘“'“e diliio 

urapriingJiche Begrenzung- sei') nn ‘ 2(3, wo ahcdn die 

f stetig ist, das auf -ti 

bTh-^'r^ Null; ea kann ^daber ^dirfi/. In- 

lebig der ursprarighchen Begrenziirij.- I • ^ odor B 

rr*'"” •»— ■= - 4 ~~" --.x 

-onn / (z) inr.erb'llf 

TTT^-galbeil r b"lSr‘t.:bt?i Ir 

^dor bed eraetzt 

") Si^he Abschnitt iX and X. 




allein die Begrenzung eines 
Flachentheils bildet oder 
doch zu den Begrenzmigs- 
stiicken eines soldi en ge- 
lioi't, durdi eine beliebige 
weitere oder engere ge- 
schlossene Linie ersetzen 
kann , 'wenn niir dadurdi 
keine Flachentheile ein- 
oder austreten, in deiien f (-) uiiendlich oder mistetig wird, denu 
urn z. B. ahcda in ffhkff zu erweitern , braudit man nur zuerst 
hcd durch hhkd und dann dah durdi dJcfihb zu ersetzen. End- 
lich kann man audi ein Flaclienstiidc ahcda (Fig. 27) durdi ein 
ringforraiges Stiidc , das von 

der Linie hldch mid dor 27. 

Linie m begrenzt wird , ver- 
grosseni, wenn nur die Func- 
tion / ( 2 ) in dem Ringe stetig 
bleibt, mag sie auch inuerlialb 
'III. unstetig werden. Denn 
unter dieser Voraussetzung ist 
J (hldch) -f- J (m) == 0. 

Setzt man also 

J (d a h c d) = (S' , 

so ist aucli 

S = J (d. nhc d) -j- ./ (h I d c h) -|- J (m) 

= J (dfih) — j— «/ (hcd) — [— J (hid) — j— ,7 (rich') — j— J ( 7 ) 2 ) 
und da 

J (hcd) J (dch) 0 
ist, 

S = J (dah) J (hid) -j- ./ (w) 

oder 

J (dah Id) -f J(m). 

In aJinlichcr Weise Ittsat sicli die Richtigkeit des Satzes in alien 
Fallen dartliuii. Gaiiz allgemcin aber, aiidi filr Fladienstildce, 
die ana mdircren Blattern bestelien , kann er so bewiesen werden. 
Wir'd eino beliebige B’ladie T so in zwei Theile A und B getlieilt, 
diiss / (z) in A stetig ist, und bozeidinet man das tlbo.r die Bo- 

3)in'6go, i''unet. ooni])!. Vnr. ii. Aiifl, q 
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grenzung eines Tlieiles, z. B. A ersfreckto Integral f f 
durch J (A), so ist J • - 

J (A) = 0. 

Haben nun die Theile A mid B keine geraeinsciliaftliclion Begren- 
zungsstucke, so bilden die Begrenziingcn von A nnd B znsatnraen 
die Begrenzung von T, und daher ist 

./ (J") = .7 (A) -f. ,7 (B) 
und folglich aueh ^ "T W 

J (T) .7 (7J). 

GehOren dagegen gewisse Linioii C eowolil ziir Bcgrenzimg voii A 
als aucl. z„ d« von B, so liegon die Flilcl.ontlieilo -I ,^1 T 
versciiiedenen Seiten dieser Linien C. DurcllKluft man also dio 
Begrenzungen von A und B hinlcr einando,- in dor positivon Ik- 
gienzungsnchtung^, d. h. so, dass der begronztc FlJlcliontlioil jedcs 
mal zur In, ten Hand liegt, so wcrdon die Hinion G di ) 
J!war in entgegengesetzter Riclitiing diirclilaiifon ; die kings C l^o 
noramenen Integrale heben sici, dalmr anf; dii flbrigon^ Ho^S-' 

misdate liTraartielf"' von T, 

und folglid, ■' m == n't) + HB) 

rCng ivLSo" H ToS' 

weitert werden, ohne das’s aaeTegrLznngl^lgrySf ^ 

oine gesddosare1a„t\n";7“ wichtiger Satz. Hildol 

zung eines Fladientheils Ld \Xd ” J'® 

desselben in den Punkten a a inunction / (s) innerlialb 

jeden einzelnen d e er pLSi % “ ' ‘ ‘ V 

dieser Unstetigkeitspunkte zugle^^ ein^V^’ 
viele Male aufcblau^ werdeT - 
samraenhangen. Alsdann hilri«n n’ in letzterora zu- 

(^ 2 ), (^b), . . . “it (A), 

(/) zusammen die Begrenzun/^p-^” ^io»<‘ 

f (fs) stetig ist. (Pig, 28 wo ^chenstUckes , in welcliorn 

Blatte veriaufen.) FoJglich ist d-is^ PJ^^ktirten Linien ina zweiten 
POsitiver Richtung erstfeckte ntegrall / f “^® . in 

nun aber die ausserp Ti • • Wird 

Winkel durchlaufen, so "mtisLn kr ^acbsonden 
■ ’ “^8sen die klemen Kreise (A^), (a^)^ 


^35 • • • • , so ist 

I — — A^ — .... =z= 0 

und folglich 

J = j4j — [~ A^ "“j — A‘^ — j— • . . • 

Befindet sicb nnn die Linie (J) in einern 
Flaclienstiicke T, welches keine anderen 
Unstetigkeitspunkte enthiilt, als die von 
ihr umschlossenen a^, f's? • • • ■ > so 
behiilt das Integral / nach dem vorigen 
Satze seinen Worth, wenn es anf die 
Begrenzung von T ausgedehnt wird , und daher erlialten wir den 
Satz : D a s I n t e g r a 1 j / (s) d E , a u s g e d e h n t a n f d i c g a n z o 
Begrenzung eines Flitch enst ticks T, ist gleich derj 
S u m m e d e r I n t e g r a 1 e I it n g a k I c i n c r g o s c li 1 o s s t; n e r f 
L i n i 0 n , w e I c h e die s it m m 1 1 i c h c ii i n n e r h a 1 b 7’ b e fi n d- ? ^ 
1 i c ]\ e n IT n s t e t i g k e i t a p u n k t e e i n z e I n u m g e b c n , a 1 1 c \ 
Integrale in dors el bon Richtung gonommen. ' 


§ 20 . 

Durch die vorige Betraclitung sind wir nnn anf die Unter- 
suchung soldier geschlossener Integrationswcgo gefUhrt wordeii, 
welche nur einen einzigen Unstctigkeitspunkt umgeben. Dabei 
mlissen wir aber iinterscheidon, ob der Unstetigkeitspunkt zugleioh 
ein Verzwcigungspunkt ist, oder nicht. Betrachten wir zuerst einen 
Punkt fl, welclier nicht Verzweigungspunkt ist, und in welchem 
/ (e) unondlich gross wird. Nimint man das Integral 

lilnga einer diesen Unstetigkeitspunkt umgebendon Linie , welclio 
woder einen anderen Unstetigkeitspunkt, noch aiich einen Verzwci- 
gungspunkt einschliesst , so kann dieso durch einen kleinon Kreis 
um den Punkt a mit dem Radius r ersetzt werden, welchen man 
auch in’s Unendliche abnehmen lassen kann, ohne dass der Worth 
des Integrals sicb kndert. Schreibt man dann 

6 * 
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~ _ a == ?• (cos <p -j- i sin <p ) , 

so bloibt, wenn s: den kleiuon Kreis 
Fig. 29. dnvchUlnft, r constant, und cp wilchst 

, von 0 bis 2 7r. Dabei wird angc- 

nommen, dass dor Punkt ^ aoino Be- 
/ • wegung aus dotn Punkte zq bcglnuc, 

I welcbem eine aus n mit dcr po- 

\ y sitiven Ilauptaxo parallel gezogeno 

^ Gerade den Kreis durclischneidct 

(Fig. 29). Dies ist gestattot, (la der 
^ ^ Anfangspmikt dor Bewegung will- 

kUrlich gewalilt werden kann. Uni 

nun durch r und qi auszudrilcken, betnerke man mit Itwnami^ 

dass (Iz einen von einem beliebigen Punkte z der Periplierio des 
Kreises ausgehenden unendlich kleinen Kreisbogon bedcutet, (lessen 
Centriwinkel — dtp ist. Bezeiebnet man don Endpunkt di('8e8 nn- 
endlich kleinen Kreisbogens mit s', so ist 


Nun ist aber § 2. S. 18 gezeigt worden, dass 

z' — 2 22 ^ I . . \ 

— ( — COS a -j~ t sin «) 


ist, wo a den Winkel azz bedeutet. Diescr ist in unscrein Falle 
ein Rechter, also 


Die Liriie zz ist ein Kreisbogen mit dem Centriwinkel dtp^ also 
“ rdtp, ^ der Radius, also == r, folglich erlialt man 


*) Man erhalt ancU direct aus 

Z-— a = r (cos 97 -|- i sin tp) 

dui’cli Differentiation, bei welcber r als Radius des Kreises con.stant Ijloibt, 
dz = r ( — sin 9P -+■ « cos tp) dtp 
= ir (cos tp + i sin 7?) dtp, 
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Setzt man dies ein, so folgt 
2 n 

./I = ^ (s — o) /■ (z) i (kf. 
0 


Liisst mail jetzt den Radius r des Kreises in’s Unendliclie abneh- 
men, so riiibern sieh die Piinkle der Peripheric des Kreises dem 
Punkte a , „ — a also der Null , wahrcnd /' imendlich gross 
wird. Wenu nun der Fall cintritt, dass J' {z) fiir ~ = a so mi- 
endlich wird, dass das Product — «)./ (~) ^ich ciuem bestimmten 
endliclien Greiizwerth -p niihert, also 

[lim (c — a) f (z)] 

ist, wobei aber ausdrllcklich vorausgesetzt wird, dass dieser Grenz- 
werth immer dcrselbe sei, von welcher Seite her der Punkt dora 
Punkte a auch immer sich nilhern moge, so kann man fiir allc in 
der Nahe des Punktes a befindlichon Punkte z annehmen, dass 
{z — a) f ip) = jfi -j-- E 

ist, worin s cine Function von r und cp bedeiitet, welche Ttir jeden 
Worth von y mit r zugleich unendlich klein wird. Man erliillt 
dadurch 

2 TV 271 

A = i ikf j siikp. 

0 0 


Liisst man nun r und also auch e bis zum Verschwinden ab- 
nehmen, so vcrschwindet auch das zwcite Integral, und es folgt 

A — ’i TV i } >. 

Dadurch ist der Werth des Integrals durch den Grenzwerth von 
{z — «)./'(■=) ausgedrUckt, weiin derselbe ein endlicher und be- 
st im niter ist, Dieser Werth von A ftndert sich, nach IV uiclit, 
wenn die Integration auf die vollstandigc Begrenzung oiues Fldchcn- 
theils ausgedehut wird, innerhalb desseri koine Unstetigkeitspuukte 
ausser a sich hefindeu. 


Als Boispiel diene 


Hier ist 




dz 

i + z’^’ 



1 

(z — '/) (z 4- i) ’ 


welches fill' z — i unendlich wird, ohue dass dieser Punkt ein Ver- 









mi 


'l l !'■ - 


j I 




zweigungspuukt ist (die Function - ^ liat ilborhaupt koine Vor- 
zweigungspiinkte). Ferner ist 


j i + 


das Integral auf eine den Punkt i umgebondo goscliIoHSone Linie in 
der Richtung der wachsenden Wiukel ausgodohnt. 

Liegen nun in einem FUlclienstUcko T die UnstotigkeitspunktG 
a^, flo, «3, etc., die aber nicht zugleicli Verzwoigiingspunkto sein 
diiifen, iind vvird / (2) in diesen Punkten so unondlicli , dass die 
Producte (2 — aj) / (2), (2 — a^) J (s), etc. sich b estirnmten 
endlichen Grenzwertlien *3tc. nilliorn, sodass 

[lim (2 — ^i) ,/■ (2)] = Pi 

3 =w fl] 

[lim (2 — ag) f (2)] = 7;2 

S ess 

etc. 

ist, so erbillt man ftir das auf die ganzo Begrenzung von T cr- 
streckte Integral J f (2) dz den Werth (V. § 19 .) 

J (“) —2m (pi -J-/>2 •~|~ Pa “f" )• 

In dem vorigen Beispiele wird 

/ (.) 

auch fUr 2 = — i unendlicli gross, und ftlr diesen Punkt orhillt 
man 

P2 I bc 3 ■ J_ ^ol == r lim — ; I sEsa —I 

also auf eine den Punkt — i umgebendo Linie erstrockt 


Fiir eine Linie , welche beide Punkte -j- * und — i in der Hich- 
tiing der wachsenden Winkel umgiebt, wird daher dieses Integral 

== TT TT = 0. 

Vermittelst solcher geschlossenor Linien, die nur einen oinzigon 
Unstetigkeitspunkt umgeben, kann man nun innerlialb oiries FlUcben- 
theils, der keine Verzweigungspunkte der Function / (2) und auch 
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keine Lticken enthalt, die fiir verschiedene Integrationswege gelten- 
clen Wertbe der Integrale auf einaiider beziehen. Weon zwei Wege 
hec und bdc (F'ig. 10) nur einen Unstctigkeitspunkt a und keinen 
Verzweigungspunkt einschliessen , *) so kami der eino , z. B. 6 d c 
dadurch ersetzt werden, dass man dem anderen hec eine deii Un- 
steligkeitspunkt umgebende gesclilossene Linie h<jhb vorangeheii 
lasst. Denn nach IV. § 19 ist 

J (h f/hh) = J (b d c eh) = J (b d c) — J (b e c) 
also J {bdc) =^J {h,jhh) J^J{hec) 

Oder aucb ' .J.{hec) = — J{bfjhb)-\-J{bdc) 

== J {bh'fjh) ■\-J{hdc). 


Fig. 10. 


Fig. 11. 




Ebenso verbalt es sicb, wenn zwei Wege mehrere Unstetigkeits- 
puukte, aber keine Verzweigungspunkte einschliessen. Umgebeii 
z. B. die Wege z^ed und zt^cd (Fig. 11) zwei Unstetigkeitspunkto 
a und h, so ziehe man aus um jeden derselben eine gescblossenc 
Linie Z(^hkzQ. Dann ist 

(rdJ U~ d) -j- f = J (cqC^/cso) 

== J (^0 e d) ■ — ^ (^0 
also 

./ {zq b d) = ,/ {zqJ (j So) -j- J (sq li k Zq) “[- J (so c d) . 

Man kann daber den einen Weg dadurch ersetzen , dass man dem 
anderen geseblossone Linien um je einen der Unstetigkeitspunkte 
vorhergeben lasst. 

Wie sicb das Integral A um einen Unstctigkeitspunkt a ver- 
balt, wenn darin (z — a) / {z) nicht raebr einen bestiraniten end- 
lichen Grenzworth bat, kann erst spUter (Abscbnitt VIII) erledigt 
werden. 


■“) Dio VoraiiHsetzung, dasa die boiden Wege keinen Verzweigungs- 
punkt einschliesaon, ist im Allgemoineu nur darum nothwendig, dainit sie 
zusarnmengenommen eine vollstandigo Begrcnzung bilden, was nicht immer 
der Fall zu scin braiicht, wenn Verzweiguiigspuukte dazwiaehen liegen. 
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§ 21, 

Wir phen nun zu dem Falle (tber, dass der Uiiatetigkdts- 
punkt zugleicli ein Verzweigiingspimkt ist, in welchcm Falle cr 
mit 6, und der Integrahverth flir cine urn 11 m gclegte Linie mit 
B bezeicknet werden soil ; wir nohmen an , dass in diesoni Pimkte 
Blatter der tltiche zusammenhilngeii. Will man liior eino 

r «“e:icbt, so muss diosclbe 

Um'aufe um h machen, also z. B. die Poripliorio oincs Kreises 
m Mai durchlaufen werden. Riemann ftihrt fUr dieson Fall atatt c 
eine neue Variable ^ ein, indem er setzt 

welche also fiir =: = h den Werth 0 orbult, mul untersucht wie 

T- o' veSr tbelrachtet, an der klle 

£—0 veihdlt. Zu diesem Ende seben wir zuerst zu, welche 

°n la wahrend 2 einen geschlossonen Kreis, d, li. also 

Umlkufe um einen solchen zurUcklogt Sotzt man wieder 

also z-^h = r (cos <p -{- i sin 9), 

1 

= r? 

s “.\s rS’jisir s'"t“ = 

^ von 0 bin — gowacbson , also hat t don „,ten Thoil dot- Po 


(cos ~ 50 -j- ii* gjj 2 },. 


m 


m 


... iinjji uer re- 

Infr Ne^o^^Sr'lt ThjMerShe''“'“”^'7 ^ ^ 

auf seinon Ausgangapunkt zMctoklm™ t ha“f die”" “ 

-ichen woMon. to ::Sroci'::r “d^"' 

• ' 1 T 271 i'‘ioisBeccoien , jecler nut dem 

Oentriwinkel — Diflqp „• 1, 

. w %en sich an einander und bildeii zu- 

sammen ^eine einfache Kreisfladie. In Fia SO iaf 
dass in dem Punktc 5 dr^ vumfr. " ^ . id angenommon, 

den Verzweigungsschnitt dl>' hinfih welche tlbor 

wegen heben einander eezeichnet ^^u^bebkeit 

fcte : verlaufenden Linlen reap ’ durch*^^*^ T 
dmeh -StrioUe und duroh Punito w- i ^ ’ "j “usgozogone Linio, 
n au.ca..t'ui*te,teo,chso(.,wo7doh. Dann 
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dor Flilclio die tier Kreissector coe 
n « 0 » ^ OJ' 

11 )) ® 11 11 0 C . 

clem ganzon von der geschlosaenen 
Linie Dde/yhc bcgrcnzten Flii- 
clientlieile entspriclit dahor die 
einfeclio Kroisllilche c e tj c. Es 
ei'giebt sich also, class, wlllireiid 
alle Vi Bliltter cliirchlauleiid, erst 
nacli 1/1 Umlaufen zii soinom Aus- 
gangspuiikto zurilckkoinmt , dies 
bei t sclion iiach dem orston Uni- 
laiifo eintritt. Dio Variable t tritt 
clalier aiis ilircra orston Blatto 
iiicht lioraiis, und folglicli hat die 
Function f (~) als Function von C 
betraehtet an der Stollo ^ — 0 
keineu Voi-zwoigungspiinkt. Weiin 
wir domuach in dom Intogralo 
J f {z) dz ausgedolint iiuf cino go- 
schlosseno Linio, wolclio clou Vor- 
zwoigungs- imd Unstotigkoitspunkt h uragiobt, C nls Variable ein- 
fUhron, so kdnncn wir die Uotraolitung des vorigon § anwenden, 
woil C s== 0 koin. Voi'zwoigungspunkt, sondern ein blosser Unstotig- 
koitspunkt ist. Es golio nun diuch die Substitution von 

I 

^ =3 (s — /))"' die Function f (z) in <jp (0 ilber; daiiu wird, well 
dz == m^"‘~ ^ (l^ iat, 

JJ = M ^ ~ ^ (p (^) dt = //t 

I 

Sotzt man dor Kllrzo wogon^-c/i™ ip, also C»r"‘(co8 i/^-|-'* sin y/), 

so wJlclist boi dom gaiizon Umlaulb ip von 0 bis 27 f, unci da wie 

ill! ■ • ^ ' 

obon ^ =■ idip ist, so orhiUt man 

, ■ "* 

Ji III, ^ ^"‘(J/{t) i dip. 

Nun ist dor Annahuio nach 95 (^) Cdr £ ™ 0 unendlioh gross. 
Goschioht (lies Uncndlichwordon abor so, class oins dor Producto 







.V' 


V. 

S' 
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sich einetn endlichen Grenzwertho njihert, so ist 
[lim (0]^.^ 0. 

Liisst man also don Radius r dor urn don Punkt /> beschriebenon 
Ki’oislinien in’s Unendliche abnehnicn, so wird daiin 

B = 0. 

Kehren wir nun wieder zur Variablen s zurUck, so orbaltcn wir 
denSatz: Wenn das Integral ^ / (z) dz aufeiue g esc hi os- 
sen. eLinie ausgedehnt wird, die oinonUnstotigkoits- 
punkt umgiebt, derzugleich ein Vo rzwcigungs punkt 
ist, in welchera m BlS.tter dor Fill die zusamnoenhiin- 
gen, so hat dasselbe immer don Worth Null, wonn 
eins der Producte 


(z — lynf __iym f .... (z — h) "‘"'“y (s) 

sich oinem endlichen Grenzwertho nilhert. 
Ala Beispiel diene 


Hier ist 






K(i — z2)Cl— /t2a2)’ 

welches ftir z = 1 unendlich wird, Diesor Punkt ist zugleich ein 
Verzweigungspunkt , in welchem zwei Blatter zusammonhangen. 
Man seize daher 


und erhalt 




sodass in der That ^ == 0 kein Verzweigungspunkt fttr a (D ist. 
Nun erhalt man 


lim k— l)*/d = r lim — 

I ■*„, I ‘Vc^+» 


folglich ist 


-P 1 ) ( 1 — ¥ * ]/'2 ( 1 /l-a) ’ 


[lim («— l)/(s)] ==o 

5 = 1 


f dz 


upd daher auch 



Fiiuftcr Abschnitt. 

Dcr IiO^»'ari(hniu,s iiiid die Exponeiidalfimelioii. 


Absclin. V. Dor Logciritliuuia und die lixponeutialfunctiou. § 22. 


wGiin das Intcgial hinges oinor doii Puiikt z = 1 iiiugebendeii gG- 
sclilossonon Linie gonommon wird. Denselben Werth hat das In- 
tegial aiicli, weiiii dio gGSclilossono Linie einen der drei anderen 

Verzweiguiigspimkto — 1, + A — I- umgiebt. 

Die Uiitorsiichimg, welclion Wertli das Integral B hat, wenn 
die Voraussetzuiigon des vorigen Satzes nicht erfUlIt sind , kann 
erst spilter (Abschnitt Vlll) vorgenommen werden. 


Da Avir iu der Folge von oinigen Eigenschaften des Loga- 
rithmus Gebrauch zu unachon gendthigt sein werden, so miissen 
wir ftlr einen Augcnblick dio allgemeinen Betrachtungen unterbrechen 
und uns zuerst niit diesor specielleu Function beschaftigen. Dabei 
erscheint es niclit luizwockinassig , diesc Untersuchung etwas voll- 
stiindigor zu ftlhron, als es ftlr die boabsichtigte Anwendung noth- 
wendig geweseu ware, und auch gleich daran die Betrachtung der 
aus deal Logarithmiis folgondon Exponentialfunction auzuschliessen. 
Da wir es hier alsdann mit einem speciellen Falle der in den Ab- 
schnitten IX und X anzustellonden allgemeinen Untersiichungen zu 
thun haben, so kann dies Beispiel auch dazu dienen, ftlr jene spa- 
teron Betrachtungen die Vorstellungen zu fixiren. 

Wir bezeichnen nach liiomann mit dem Nameu Logarithmiis 
jede Function ,/' (s), welche die Eigenschaft hat, dass 


J (~ . w) J (z) / (t«) ^ 

ist. Dadiu'ch ist die Function bis auf eine Constante vollstandig 
bestiramt, denn wir werden daraus alle ihro Eigenschaften ableiten 
kdnnen. Setzt man zuerst = 1 und Itisst ^ beliebig, so foigt 


/(«)=/(«)+/(!) 

also 


/(I) = Log 1 = 0, 
Setzt man aber u — 0, so erhalt man 
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Log z ^ 

1 

Ufld haben; daiuit den Logarithmiis diirch ein bestimmtes Integral 
ausgedriickt. FUr die . Analysis sind die Logaritbmon desjenigen 
Systems die einfachsten, in welchem die Constante w den Worth 1 
' hat. Diese nennt man natiirliche Logarithmen, und wir wcrdeo 
Irn Folgenden solche unter dem Zeichen log s vorstehon. Danii 
ist also 

log S! = j—, 

und daher 


f (0) == / (^) “j“ J > 

giebt man nun ddm einen Worth, fttr welchen / (z) niclit gloich 
Null ist, so folgt 

/ (0) = Log 0 = GO ; 

aus demselben Grunde wird auch Log cO uneudlich gross. Man 
kann ferner den Logarithmiis durch oiu Integral ausdrtlckon. Donii 
differentirt man die Gloichung (5) partioll nach «, so folgt 
s/ C-'w) =/' C«), 
und wenii man dann it = 1 setzt, 

C~) (!)• 

Die Constante / (1) bezeichnen wir mit m. Von diesor Gonstanton 
hiingt der Worth des Logarithmiis einer Zahl iib. Dio Logarithmen 
aller Zahlen, die man erhalt, wenn man der Constanten m. einen 
bestimmten Werth beilegt, bilden ziisammou ein LogarithmoiiBystera, 
und man nennt die Constante in den Modulus dieses Logarithrneu- 
systems. 

Aus der Gleichung 


folgt nun 


d/(«) 


Da /(I) — 0 ist, so erhait die Constante C den Worth Null, 
wenn man dem Integral die untere Grenze 1 zuertheilt und roello 
Werthe durchlaufen lasst. Wir setzen daher auch im Allgomeinon 
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Setzt man 


Log z = m. log 2, 

== r (cos 9? i sin 9)), 


so erhillt man 

(h. = (cos (p — |- * sin <p) (Ir -|- y ( — sin <p -|- ^ cos 93) dg) 


also 


(cos (p -(- ‘i. sin 93) {dr -j- i r dcp). 


dr 


“ + * 


Golit nun s auf irgend einem Wege von 1 nach einem beliebigen 
Pnnkte 2, so diu’chliluft r die recllen Werthe vnn 1 bis r, iind (p 
von 0 bis 93, dalieu ist 




• -|~ i 93 


odev 


log z — log r -j- i (p. (7) 

Hiordurch ist log 2 aiif die Form einer comploxon Grosse gobraclit, 


denn da r in dera Integral 


!* 


nur reelle und positive Werthe 


aimimmt, so ist auch log r reell ; und man sieht zugleich , dass 
log r positiv Oder negativ ist, je nachdem r grosser oder kleiner 
als 1 ist; denn da r iramer positiv ist, so bewegt sich der dar- 
stellendo Punkt auf der positiven Hauptaxe im ersten Falle nach 
der positiven, im letzteren Falle nach der negativen Seite, und 

clv 

daher sind ira crsteren Falle alle Elemente -y positiv, im letzteren 


alle negativ. 

Wir ersehen ferner, dass der Logarithmus von dem Integra- 
tionswege abhilngig ist; denn bezeichnot 9) den Werth, den dieser 
Winkel erreicht, wenn 2 auf einer den Nullpunkt nicht unawinden- 
den Linie, bei welcher die Winkel wachsen, von 1 nach 2 geht, 
so ist 93 — 2 7r der Werth, den dieser Winkel annimmt, wenn die 
Linie auf der anderen Seite des Nullpunkts, also in der Richtung 
der abnohmenden Winkel von 1 nach 2 ftthrt; und wird der Null- 
punkt von einer Linie n Mai in der Richtung der wachsenden 
Winkel umwunden, so erreicht 93 in 2 den Werth 93 -|- 2 n. 7 r. 
Demnach ist vollstkndig 

log 2 = log r -j- i(p ^ 2 n 7 vi. 


Hierdurch bestatigen sich unsere allgemeinen Betrachtungen. Die 
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1 

Function — hat keinen Verzweigiingspunkt, dagegen don Uiistetig- 

keitspiinkt s = 0. Lasst man 2 : cine geschlossene Linie um den 
Nullpunkt beschreiben, so ist der Wertli dos aiif diese Linie in 
der Richtnng der wachsenden Winkel erstreckteii Integrals == 27 r:i, 
weil 


[lim » 


Fig. 31, 



ist (§ 20). Diirch die am Sclilusse des § 20 angestelltcn Betrach- 
tungen erhalt man dasselbe Resultat wie oben. 

Hieraus folgt nun, dass die Function log 2 ; in keinem Pnnktc 
der Ebene einen vollig bestimmten VVerth hat und in irgend zwei 
unendlich nahen Punkten durch passende Anordimng des Intogra- 
tionsweges Werthe erhalten kann, die um ein Vielfaches von 2 7 ri 
von einander verschieden sind. Um diese Unbestimmtheit so viel 
als mOglich zu beschranken, denke man sich aus dem Nullpnnkte 
eine in’s Unendliche verlatifende Linie oy (Pig. 3l) gezogou, welchc 
sich selbst nicht schnoidet. Kino solche Linie 
wird nach Riemann cin Q ii e r s c h n i 1 1 gc- 
nannt. Dann muss von je zwei von 1 nach 
2 fahrenden Wegen , welche don Nullpunkt 
einschliessen, der cine nothwendig den Q,uer> 
schnitt duj’chschneiden , und folglich nimmt 
log s auf alien den Querschnitt nicht tlber- 
schreitenden Wegen in jedem Piinkte « einen 
einzigen^ gauz bestimmten Werth an, der sich 
auch mit 2 hberall stetig ilndert. Nur auf 
den Piinkten des Querschnitts selber bleibt die Unbostimmtlieit be- 
stehen. Bezeichnet man nun die unendliche Ebene, in welcher » 
sich bewegt, mit T, und denkt dieselbe liings des Querschnittes on 
wirkhch durchgeschnitten , so entsteht eine FJache, die mit r be- 
zeichnet werden moge. Innerhalb dieser kann nun der Querschnitt 
nicht' aberschritten werden , und daher ist log z innerhalb T' eino 
eindeutige tiberall stetige Function von 2 . In der Fltlcho 7" da- 
gegen wird log 2 beim Ueberschreiten des Querschnittes unatetig. 
Denn Sind und zwei zu beiden Seiten des Querschnittes un- 
endheh nahe an einander liegende Punkte (zj etwa rechts und Zo 
links von der Richtung oq), und lasst man z von 1 aus tiber 1 

und Z 2 eine geschlossene Linie um den Nullpunkt beschreiben, 
so 1 st ’ 

J {Iz^z^cl) = J (i z{) — J (1 cz^) = 2 Zf i. 
oetrachtet, iri z^ und zj annimmt, sodass 
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— >1 (1 Sj) ?«2 — (1 C Sg) 

ist, SO hat man 

'“2 = 2 771. 

Denkt man sicli also nun die FlMcbe T wieder hergestellt, so springt 
log 3, wenn s von a, nach geht, pldtzlich von in — ‘■Ini, 

Oder wenn ~ von sg nach zy geht, plotzlich von nach + 277/ 
liber. Dieses gilt, an welcher Stelle die geschlossene Linie den 
Querschnitt auch tiberschreiten mag. Langs des ganzen Quer- 
schnittes ist daher log 2 iinstetig, und zwar sind ftir alle Punkte 
auf der recliten Seite desselbeii die Werthe von log 2 um 2 77 7 
grbsser als auf der linken. Dieser con stan te Werth, um welcheu 
alle Punctionswerthe auf der einen Seite grosser sind , als die be- 
nachbartcn auf der anderen Seite, heisst nach Riemarm der Perio- 
dic i t il t a m 0 d u L der Function oder des Integrals, insofern erstere 
durch ein Integral dargestellt ist. 


' § 23. 

Aus dem Logarithmus Icitct sich die Exponentialfunction in 
folgender Art ab. Unter dera Zcichen 

a*" 

soli eine Function von w verstauden werden, fllr welche 
log- {n'" ) == V). log a 

ist. Bezeichnct nun e die reolle Zahl, ftir welche log e den Werth 
1 hat, ist also e durch die Glcichung 


z 
1 

delinirt, so hat man 

log (c'") = ««• 

Daher ist e'" die inverse Function des Logarithmus , denn ftir 
gw — = z foigt nun w == log 2 . Eigentlich ist zwar log e nicht 
bloss — 1, sondern auch = 1 + 2n7ri; man berticksichtigt aber 
nur den ersteren Werth, d. h. man lasst in dem vorstehenden In- 
tegrale 2 nur reelle Werthe durchlaufen. Aus der Gleichung (6) 

d log 2 dw 1 

dz ~dz 2 



foigt nun 


dz 

dw 
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(>yp. 


Nimmt man fUr s eine complexe Ordasc, wolche doJi Modiil 1 hat, 
setzt man also 

s == cos (p i sin (pi 
so hat man in der Gleicliung ( 7 ) 

log = log r f/) 

r = 1 und daher log r- = 0 zu sotzen. Dcmnnch ist 
log (cos <p i sin <p) i (p 

und folglich 

cos y i sin cp 

Die Exponentialfunction ist periodisch, dcnn da cinom Werthc 
von z niclit bloss der Werth ?o, sondern ancli die Wortho //> ~h ^nni 
angelidren, so ist 

m to 2 nni 
- z == e == c , 

also andert sich e^'’ nicht, wenn w um cin Vielfachcs dea Perio- 
dicitatsmoduls verrpehrt oder vormindoit wird, 

Versuchen wir nun, die Plftcho T' der c auf oinor Ebene W 
der w abzubilden. Wir nchraen dazu am cinfaclisten als Quer- 
schnitt cine durch 0 und 1 gohendo Gorade an (Fig. 82 ). Nun ist 

to =s=a log r -|- i (p , 

Fig. 32 , wenn 

z ts=a r (cos cp -|- i sin (p) 
gesetzt wird. Daher sind 
log r und cp die rechtwink- 
ligen Ooordinaton dos Punk- 
tes to. Lassen wir dann z 
einen Kreis mit dem Ra- 
dius 1 um den Nullpunkt 
in derRichtung der wachsen- 
den Winkel von a nach b 
besebreiben , so ist log r =;= 0 , und folglich 1st w rein imagintlr 
und geht auf der y-Axe von 0 bis (Pig. 88). Geht man 
'ferner mit s von q. langs der linkeu Seite des ' Querschnittes in’s 
tJnendliche, so bleibt ,9 ■=? 0, und log r geht von 0 durch die po- 
sitiven Werthe in’s Dnendh'che, also beschreibt w den positlven 
Theil der Hauptaxe. Geht aber z von a auf der linken Seite des 
Querschnittes nach 0, so beschreibt w den negativen Theil der 
Hauptaxe in’s Unendliche^ Ist s zuei’st um den Nullpunkt liorura 
nach & auf die rechte Seite des Querschnittes gelangt und geht 
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dann Ulngs der rechteii Seitc deasclben nacli cO oder nach 0, 
so ist to ziierat aid dor y-Aw. voii 0 bis 2 Tri gegangen und be- 
schreibt danii, da 111111 tp 

constant — 2 70 blcibt, eirio Pijr. 33. 

dor Hauptaxe pavallolo Go- 
radfi, eininal nacli dcr posi- 

tiven nnd dann nacli dcr 7 C — 

negativen Kichtimg. Den ^ 

beidcn Seitcn dos (iiior- 

Bchiiittca in T' cntaprcidien 

dalior in If ' zwei vcvscliio- 

dcno Liiiien, dor liiikon dio — 

Haiiptaxo /l/t, dcr roclitcii 

eine diivcli 2 ji i init dcr ' 

Hauptaxe pai'aHol laufoiulo 
Gerado CI> (Fig. .‘HI). Liisst iiiau nun s an irgcnd einer Stelle 
von der linkcu Moitc; c dcs (iuc.rsclinittos auf ciiiom Kveise um den 
Nullpunkt auf dio reclito Hoito d gidniigon , .so bloibt r mul daher 
auoli log r c.onstanl , luid <p wilclist von 0 bis ‘27/-. Folglicli be- 
aclireibt w oiiio dor y/-A.xc, parallclo Glerado c d' von der llauptaxe 
Ali bis zii dor Pariillelcn ('IK Darnus folgt, dass alien Pnnkten 
r. ill dor gaiizeii iiiieiKHic.lioii Aiisdeliiiuiig dcr Flilclio T\ in welclier 
(p iiiclit (Ibcr "J Ji liinaius wac.lisen kaini, nur aolcho Piinkte to ont- 
spreclicn, die irniorlialh des von den beidcn Paralleleii /li>' und CD 
gebildcten Streifciis liogoii. Dio Function e”' odor s ninimt also 
inncrlialb dieses Strcircna ilirc silnirnlliclion Wcrtlie an, und zwar 
jedcn mil’ oinniul , donn irgcnd zwei verscliiedenen Wertlicn von 
w — log r -j" i(p gchdi'cii aucli veracliiedone Wcrtlie von r oder cp 
und also aueli verscliiedene Wertlic von 

” : ™ r (cos (p “1“ i sill (J)) 

an. Will nian die Flilc.lie 7" begrcnzen , so kann dies einerseits 
dadurcli gesc, lichen , dass nuiii urn deii Nullpiinkt einen Krei.s mit 
einera sclir kleincn Kadius p bcHc.lircibt; diesom entspriclit, da q 
constant bloibt, in //' cine der //-Axe parallelo Gorade im zwischen 
den boiden Paralleien A H iind G/i, wolclie selir weit vom Niill- 
piuikto ontrenit auf dcr negalivini 8cite licgt. Dicso rllckt in’s 
Uncndlielie, vvenn p bis ziini Verscliwinden abninirat, also dor 
Kreis in don Null[)iinkt zuHatninciischrumpft. In alien Punkten 
dic'Ser in’s Unendliclie gindlektcn Geraden im hat daher o'" den 
Werth Null. Andercrseits kann dio Begrcnzmig von T durch 
einen Krei.s um den Nullpiinkt wit einoni sclir grossen Radius H 
gebildot werden. Dicaeiri entspriclit in Jf eiiui auf dcr positiven 
Suite sehr weit eiitfernte Geradc tnr parallel der ?/-Axe. Wachst 

Dui6ge, ITunot, conipl, Vnr. 8. Aull, 7 
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Fig- 32. ll ill's Unendlieho, so rlickt 

iiuch dieso Gorjuk in’s Un- 

N. eiulliclu'j mid in allon ihren 

/ "N \ Punkton ist a"' mumdlich 

/ / \ V gross. Dio Fljiclx! T kanii 

( 4^'— iiii Unundlif.lum gosi'lilosseii 

\ \ J j ungononuiion wordon , daini 

\ ^ / wird dor Krois mit deoi 

. grosson Radius U (lurch 

oinon kleinon Krois iiui den 
Punkt (X) vortroton, wolclier 
Pj,^ .,3 in dicison Punkt /iisamrneu- 

schrumpff, wonn H in’s Lln- 

j, ^ ondliclio wilchst. Dann bil- 

den also dio bc.idon Seiteii 

c . /) do.s von f) nach <x gelien- 

j 1 don Qiiorso.hnittos niloiii dio 

-L — RegrenzungdcrgoschloBSciien 

^ Plilche 7’', luul dicser ent- 

spricht dor nacli beidcii 

Seiteain’sUncndlicliog'obonde 

Streifen zwisclion dun Par- 
allelen A B und VI). 

Lassen wir jetzt den Wuikcl y (iber 2 Jt hinaus waclisen, so 
setzt sich die Function m oder log s atetig fort; dann kann man 
aich den Querscbnitt wie einen Verzweigungsscliiiitt donkcn , (Iber 
den hintiber die Fladie T sich in ein zvveites Blatt fortsotzt. In 
cliesem zweiteu Blatte verbUlt sich dann alles wio im orsten, nur 
dass in alien Punkten dessolben 91 um 2 yr, also w urn 'ini gviisser 
ist, als an^ der entspreclieiiden Stelle im erstcn Blatte. Daher er- 
halt man in W einen zweiten Streifeu zwischen den Parallelou CD 
und ED, wclche dnrch iiri und 4rr^ hindurcligehen. Setzt man 
diese Betrachtung fort und wendet sic auch auf negative Werthe 
yon (p an, so wird die Kbene W in iinendlieh vicle parallele Strei- 
fen getheilt. In jedem nimmt die Function a"’ ihve sammtUclien 
Werthe einmal an und hat in je zwei entsprechenden Punkten 
zweier verschiedener Streifeu die nhmlichen Weidhe. Auf der posi- 
tiven Seite jedes Streifens geht e'^'’ in’s Unendliche, anf der nega- 
tiven Seite aber ntihert es sich dor Null. 


r 

Airi. 



\jI 

i 

f-L-^ 

0 

...r/L 

r 
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Allgemeine Eigc.nM'hafhMi dei* Ininclionen. 


§ 24 . 


Dio Gmndhige Hlr die folgeiidcii Untersuchnngen bildet dor . 
Uberaus wichtige, in ^ 20 bewiesene vSat'/.; Wivd das Integral 
^ / (z) ih auf die lUjgreiiziuig eines Flilchontlieils ausgcdelint, in 
wolclHirn ./■ ( 2 ) mir in einoin Piinkb'. = a, der kein Vorzwcigiings- 
punkt iat, unstolig wird, iiiul zwar .so, dass (2 • - o) ,/' (c) sich ftlr 
~ a oinom txistinnnlcn (mdlichen Grenzwertho p nilhert, so ist 

j ,/' (z) (h 2 Ji ip, 

lat nun (p (^'i eiiio Kiiiiction , die in (dnein Flilclienthoilo T koine 
Verzweigungapnnlde hoHitzt nnd darin voUkoniinonstetig bloibt, unclbc- 
doiitet t oinen l)oli(d)igcn Piinkt dioHor Fliiche, so hat die Function 


./■(~) - 


(p (2) 


in T die in deni vorigen Satzo vorlaiigten Kigenschafton. Bio wird 
uur nnatetig CUr z i ^ und da sie cbonso wio (p (2) koine Ver- 
zweiguiigspuiikto Innerlialb T besitzt, so kann / niemals auf einen 
solclicii I'allcn ; tbrner wird /'u') fdr z i so imstetig, dass 

I / ) f ( 2) (p (2 ) 


sieh eiiiem besliuirntcai eiidlielien Greuzwcrtlie, nilirilicli (p {i), ntlbert. 
Man hat also 


und dahor 


j' (p (z) dz 


2 u i (p (/) 


rp {/] 


1 r (p (2) dz 
^ ] z — t ^ 


( 9 ). 


das Intogml auf die llegn'iizung von T erstreckt. 

Die Gtlltigkeit dieser Gleichung ist an die Vomussotzung ge- 
knUpft, dass die ohigeu llodiugungcu orfilllt aind, dass also (p (s) 
innerlialb 7 ' sieh nielit verzweigo, dariri durcliaus atotig sei nnd in 
jedein Pnnkte / oinen vdllig bestiininton Worth besilze. Die 


Gleichung gilt also z. II, niclit bei der Function (p (2) sin 
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Abschn. VI. Allgemeino Eigcnechaften (lor Fiinctioncn. § 24. 


an der Stelle i — 0, da die Function liici' einen bestiinniten Werlli 
niclit bat. Ein illinliclies Bcispiol bictot die Function 

5P (") = 1 ' 

e = -|- c 

in welclier o. cine Constanto bedeiito, ebenfalls filr i — 0 dar. Da 


e 2 unendlich gross odcr Null ist, jo uachdem 2 sich durcli die 
positive!! Oder duvcli die uegativen Wertlie der Null niUiort, so ist 

^ ( 0 filr c == -]- 0 


e = 


fill' 


0 . 


-4" G 


In solclien Fallen hort auch die Stetigkeit der Funclion nuf. Lilsst 
man z. B. in dcin zuletzt angeftilirlen Falle die Variable z die 
reellen Wertlie waclisend durchlaufcn, so springt die Funclion beiui 

Uebersclirciten des Wertlies z = 0 pldt/Jich von nach 0 fiber. 


Weun aber die obigeu Bedingungen erftlllt siud, so wird durcli 
die Gleichuiig (9) der Werth der Function r/i filr Jedon Funkt / im 
Innern von T durch ein Integral gegeben, bei welcliem die Va- 
riable z nur die Punkte der Begrenzuiig von T durcliliiuft; dieses 
Integral bat in der That filr jeden im Innern von T liegcnden 
Punkt t einen endliclien und bestirninten Werth und iliidcrt sich 
stetig mit t. (S. unten.) Denkt man sich nun die Function ryi (z) 
uicht durch einen Ausdruck, sondern durch iliro Wertlie filr alle 
Punkte eines gowissen Gebietes gegeben, so folgt aus der voidgcn 
Gleicliung, dass wenn die Function nur filr nlle Punkte der Be- 
grenzung von T gegeben ist, sie filr jeden Punkt im Innern von T 
ebenfalls ermittelt werden kann und clalier im Innern von 7’, wo 
sie nicht uustetig werden und sich nicht verzweigen soil, nicht 
mehr willkiirlich angenoramen werden darf. 


Mat eine Function tp (z) an der Begrenzuiig von T tlberall 
den constanten Werth C, so erliillt man aus (9) 


9 (0 


i-.f 

im} 


Cdz 
z — t 


c r dz 

2ni j z — t' 


Dieses Integral belitllt aber seinen Werth , wenn man die Iiitegra- 
tionscurve durch einen urn t beschriebeneu Kreis ersetzt. Dann 
hat man (§ 20) 



2 Tri ; 


inithiii wird fttr jeden Werth von t 
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(p (t) = C. 

1st also eine. Function in eincm Gebiote T libcrall stctig iirid ein* 
ilndrig, und hat sic an dor Kegi-enzung von T den constanteii 
VVerth so ist sie ancli im Innern von T iibcrall constant 
gleich C. 

Es folgt tenun’ aiis (9) diircli Differentiation nacli t 


T’ t') 
cf" (n 

(p"(n 


9 ( 2 ) 

71 i] 

(p(z) 


(b 


j.l. ' 

2 7t * J (- 
2 7r/J 


0" 

( 2 ) 

ty 


(Iz 


(j) (" ) (/) 


.a.,..n f 
2 a/ J 




,9P_(2) 

- /)« d-'i' 


d;: 


(10) 


Alio dicse Integralo crstrccken sicli aiif die Bogrenziing von 7\ 
daher veiTdiwindct in ilinen nieinals — t. Bedeiitut also h irgend 
eine positive ganze Zahl, so ist 

1 

(.--OA- 

I'ilr jcden in lietracht koinmendcn Wertb von t endlich und tindert 
sick stetig mit t. ■ Dasselbe gilt, wenn der vorige Bruch mit irgend 
einem von t unabhUngigcn Werthe cp (;'i multiplicirt wird , cs gilt 
also auch von der durch das Integi’al 

[ (p (z) dz 

J \z '~-l)h 

dargestellten Summe, bei welcher 2 : nach und nach alle an der 
Begrenzung von 7’ stattfiiidenden Werthe anzuneijmen hat. Dem- 
nach sind alle die vorigen Integrale, so wie auch das in (9) eiit- 
lialterie inuerhalb T endlicho und stetige Functionen von i.*) 
Hieraus folgt der Satz: Wenn eine Function in einem Ge- 
biete keine' Verzweiguiigspnnkte besitzt und darin 
endlich und stetig ist und nirgend unb es t i m m t w i r d, 
so sind auch alle i h i' e D e r i v i r t e n in d c m s e 1 b e 11 G e - 
blete endlich e und stetige Functionen. 


*) C. Neumann, Vorlesungeii iiber Riemanvi’s Thebrie der Abel’sclieii 
Integrale. pag. 91. 




Hieraus folgt, dass die reellen Bestandtheilo der Function (p im 
Piinkte t Mittelwerthe aus alien ringshenim liegonden benachbartcn 
Wertlien dieser Bestandtheile siud. Es muss also «(, grosser als 
ein Tlieil, und zugleich kleiner ale ein anderer Theil dieser Nach- 
barwerthe sein. Dasselbe gilt von wq, und da das NiUnlicbo in 
jedem Piinkte des Gebietes T stattfindot, so baben dio reellen Be- 
standtheile der Function 99 in keinem Punkte von T einen Maxitnal- 
oder einen Minimalwerth. 


§ 25. 

Mit Hiilfe der Gleichung (9) kanu die P^unclion cp in eine 
convergirende Reihe entwickelt werden. Man besclireibe urn einen 
beliebigen Punkt a des Gebietes T einen Kreis , dor noch ganz in 
dieses Gebiet hineinfallt, und also nocb niebt ganz bis an den zii- 
nkchst an a gelegeneii Unstetigkeitspunkt oder Verzweigungspunkt 
hinanreicht ; diesen Kreis nehme man als Integrationscurvo in der 
Gleichung (9), Dabei kann der Punkt a so gewtthlt werden, dass 
der Kreis einen mOglichst grossen Theil des Gebietes T umfasst. 
.Nun ist ftlr jeden im Inneren des Kreises liogenden Punkt t • 
mod (z — «) !> mod (r — a) 

(Pig. 34), da z bei der Integration nur Punkte der Peripherie des 
Kreises durchlauft. Man kann aber schreiben 
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■a — (/ — a) 


mid diesen Bruch, vveil 


ist, in die coiivergirende Koihe 

J ' J 1 4- ' - ; “ r ' I (' - ")" I . [ 

z-l z~a I ‘ z-~(i I I (c — f,):» • • I 

entwickeln. Substitiiirt man diese Keihe in so erliiilt man 

und dies ist iiiclits anderes als die Taylor ’sc he Keihe; denn 
nach (9) ist 

1 i 73(s)ds 


95 00 («) 

2 . 3 . . .?i ’ 


y/ / 1 z — a 


und nach den (jlloichungen dO') 


'J7i i J — rt)«+ i 


also erhiilt man 


rp (t) =5 (p 


(a) -|~ (i — a) (p I a) -[- [I — -j- (; — <7)3'^^ -| (14) 


Diese Ableitung' der Tayloi'’schen 
Keihe hat den Vortheil, dass sic rail 

Bestimmtheit erkeniien Uisst, wie weit v ^ 

sich die Convergcnz dicser Keihe er- \ 

streckt: nainlicli auf alle Kiinkto t. / \ \ 

welclio von a wcnigcr weit entfernt / \ ^ \ I 

sind,^ als der nilcliste Unstetigkoits- | / 

punkt Oder Vorzweigungspunkt. In 

B'ig. 34 Bind drei solcher Punkle X y^. 

durch Kreiizo angedeutet worden, I 

In der Keihe (11) sind zwar I ^ 1 

iirsprOnglich alle Intcgrationcii Uings \ y 

des Kreises urn « zii nehmeii ; aber X 

da die B^unctionen ^ 

(pizl rpiz) rpiz) 

z^a’ (z — nr^ {z~ay' 

bis an den Punkt a heran endlich und stetig bleiben , so kciniien 


1 otc. 
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die Integrale aiich lilnga eines beliebig kleincn nm a beschricbeneu 
Kreises genommeii werdcn, ohne ihre Wcrtho zn ilndeni. Weiui 
daher die Function (p durch ihre Wertlie in einem beliebig kleineii 
endlichen, den Piinkt a entlialtcnden Fljlehoristtlcko gegeben iat, so 
siiid daduvch alle jene Integrale, niithin alio Ooenicionteu dev con- 
vei'girenden Reilie bestimint, und folglich kann der Wevth der 
Function ftir jedeu Punkt im Innern dea groesen Kreises ermittelt 
werden, 

1st nun cty ein Punkt, der noch iin Innern dieses Kreises liegt, 
so ist also jetzt t/i (0 sowohl in n, als uuch in dein ilin zunilchst 
umgebenden Fliichentheile bekannt. Beachrcibt man dann iim «, 
einen Kreis, der noch alio Unstctigkeitspunkto und Vcrzweigungs- 
puiikte ausserhalb laast (Fig. 34), so kann (p (i) Hir alle Punkte 
dieser Kreiaflaelie in eine neue Reilie entwickelt vverdim. P'llhrt 
man so fort, so sieht man, wenn die Function cp {() nur iuncrhalb 
eines beliebig kleinen endlichon Thoilcs eines Gobietes T gegeben 
ist (oder eigeutlich nur kings einor beliebig kleinen goschlussenen 
Linie),- dass sie dann schoii in deni ganzen Gebioto 7’, in wolchora 
weder ein Unstetigkeitapunkt noeh ein VerzwoiguiigHpunkt liegt, be- 
stimmt werden kann. 

Dasselbe gilt, wenn die Function 7 ) (i) nur kings oincr beliebig 
kleinen endlichen von a ansgehenden Liiiio gegeben ist. Ist dies 
namlich der Fall , und bezeichnet man die stetig aiif einander fol- 
genden Punkte dieser Linie mit rt, r, d, etc., so ist 

cf (a) =» hm „ > 

also bekannt, wenn (ji (a) und rp [b) bekannt siud. Ebenso ist 

SP GO = lira -- c _ » 

wodurch (/ (/;) bekannt wird. In dieser Weiso kdnnon die Werthe 
der Derivirten <p' {() fttr alle Punkte a, b, c, etc. gofunden wer- 
den, Alsdann ist 

w"fa) = Iim 

liB. 

. c — b 

u, s. w., sodaas auch die zweiten Derivirten bekannt sind. Ftlhrt 
man in dieser Weise fort, so kOmien die Werthe allcr Derivirten 
fiir den Punkt a, also auch alle Coefficienten der Reihe (14) be- 
stiramt werden. Man erliSlt also fttr jeden Punkt innerhalb des 
ersten Kreises rp (a^) durch eine couvergente Reihe aiisgedrttckt. 
Durch. DiflFerentiation derselbeu ergeben sich dann auch die Werthe 
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der Derlvirten </ {a^), rp" (o-j) etc. Kennt man dann die Werthe 
der Function (f (/) iind Hirer Derivirten ftir den Funkt f/j, so kcinnen 
dieselben Grossen I'iir jeden Puukt des zweiteii Kreises durch ccn- 
vergeiite Reilien ausgedrilckt werden, u. s. f. 

Alls dein Vorigen folgt der Satz : Eino Function einer 
complexen Variablen, welche in einem beliebig klei- 
n e n o n d 1 i c h e n T h e i I e d e r ^ - E b e n e g e g c b e ii i s t , li a n n 
d a r il b e r h i n a ii s ii u r a u f e i n e W e i s e s t e t i g f o r t g e s e t z t 
werden. 

Als einen specicllen Fall dieses Satzes heben wir liervor : 
W e n n e i n e Function in o i n e m e n d 1 i c h e n beliebig 
k 1 e i n e n T li e i 1 c des G o b i o t o s T constant i s t , so i s t 
sie it b or all in T constant. Denn ist sie in einer kleinen 
Flfichc, (lie den Funkt a. entliaU, constant ~ C, so nehme 
man in den Gleichungen (12) und (13') als Integrationscurve 
einen innerhalb dieses kleinen Fladienthcils liegenden Kreis urn a 
und Botzo 

— a = r (cos »9- -j- i sin 5), 

dann folgt aua (12) 


<P («) == 


tin 2 71 

0 0 


well cp (z) in alien Punkten der Peripherie des Kreises den Werth 
C besitzt. Ferner wire! aus (13) 


cp(>0 (a) 
2.3.. .n 


2 n 


k\ 


as- = -L il i (cos 

(2 — a) 2n rn J ^ 

0 


id — i sin nS) dS', 


und dieser Werth verschwindet, weil ftir jeden ganzzahligen von 
Null verschiedenen Werth von n 

2 71 2n 

I cos nS-dS- — 0 und 
0 0 

ist. In der Reihe (11) wird also </> (a) — C, und alle tibrigen 
Glieder versohwinden , daher ist fUr jeden Punkt des Convergenz- 
kreises y (t) = C. Setzt man nun die Function in der oben an- 
gedeuteteu Weise fort, so bleibt cf {t) tiberall constant == C. 

Dasselbe gilt, wenn (f (t) Ikngs einer beliebig kleinen end- 
lichen Linie constant ist. In diesem Falle sind bei Anwendung 
der obigen Bezeiebnung die Werthe y (c<), (f {b), f (c), etc. allc 


sin nd dS- = 0 








m 
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g-leicL C, iiiul folglich versdnvindoii wioder ulle Ucrivirtcn r/ (a), 
(p" (a), etc., und damit alio Coefticienlen cler lioihe (14) mit Aiis- 
nalimc de.s ersten , welcher — 0 ist. Ea gilt also dasselbe wie 
obeii. 

Aus dieseai speciellen Sutzc kaiin wiodcr dor vorliergoliende 
allgemcinei’e abgeleitet werden. Womi iiiimlich zwoi Fiinclioneii 
(j) ((') und ill (t) in einem beliobig kleiiien FUlclieii- odor Linienthoile 
in ihven AVevthcn ilbereinalinunen , so ist in dieacni Thoilu die 
Function (p (i) — {// (0 constant glcich Null; I'olglicli ist dicse 
Function tibevall gloich Null, d. li. es ist llberall i// (/) — (p (t), 
und dahei’ kann die Function (p (i) von deni Tlieilo aus, in dem 
sie gegeben ist, nicht auf zwei verschiodeno Weison fortgesetzt 
werden. 


Wir gelien nun zur Entvvickelung oiner Function inncrlialb 
cities Gebietes dber, in dena aueh Unstt'tigkoitspunktu dor Function 
liegen, scbliessen aber Verzweigungspunkto davon aus. Wir vvollen 
liicr nur den Fall behandeln, dass dio Function gar keino Vcrzwei- 
gungspunkte besitzt, und kOunen in dicsem Fallo das Gebiet auf 
die gauze unendliclic Ebetie ausdehnen. 

Soicn o,, 0 . 2 J dio 

' Punktc inncrlialb 7’, in denen 

<p [I') unstelig ist. Wir legon 
erstlicli uin den Nullpunkt oinen 
/ /^"\ \ Kreis (/) rnit dom Radius A, 

/ i ’"/] ^ \ welcher alio dieso Punkto ura- 

/ ^ \ giebt (Fig, 35); ausserdem um 

f j jeden dor Punkto oi, 03 , 

I I etc. einon kloincn Krois (/Ji), 

\ f I (yla)) (Ai): etc., rosp. mit den 

\ f j Radien j'j, ra, ra, etc. Alle diosc 

\. / Kreiso (/I) und (/) zusaramcn- 

. gononimon bilden dann die Be- 

grenzung oines Gobiotes t/, iiinor- 

iialb dessen f/i {i) stetig ist. Fill* 
jeden Piinkt t. im Inriern von U ist dalior (§ 24) 


271% \Z — I ’ 


das Integral auf die ganze Begrenzung von U aiisgedohiit. Das- 
selbe zerlegt sich in so viele Theile , als Begrenzungssttlcke vor- 



Absehn. VI. Allgeineine Eigenscliaften der Functionen. § 26. 107 

handen sind. Wir bezeichnen die auf die letzteren, also auf die 
Kreiso (/), (J,), (ylg), (yly), etc. sammtlicli in der positiven I^e- 
grenzmigsrichtuiig (§ 17 ) erstreckten Integrale dnrch /, .di, A^, ylg, 
etc. nnd habeii danii 

S'’ (0 — ^ ~jr ~j~ ^‘^3 “h ■ 

Dann wird der Kreia (I) in der Richtiing der wacbsenden Winkel, 
jeder der Kreise (/ly.) abcr in entgegengeselzter Riehtung diirch- 
laiifeii, folglicli ist, wenn man jetzt alle Integrationen in der Rich- 
tung der wacbsenden Winkel ausftthrt, 


(p (z) dz 


Setzt man dann in / 


und in Aj 


li (co3 d- -j- i sin i)), also 


so kann man auch sclireibcn 


■iu 2 re 

2 J s ~ i ^ J “ 


Nun liegt i immer innerlialb der von (J) begrenzten Kreisflaclie ; 
daher ist bei 1 ftlr jedeu Punkt t 

mod 2 )> mod / , 

folglicli kann — --- nacli steigenden Potenzen von — in eine con 
vergirende Keibe entwickelt werden. Man erhtilt namlich 

=^7= -=*4-; + 5 + s + 


^ /»■ iS Z 7# 

{ j' (=) ,W + / j ,/.v -f- ^ + I 


/ =: Q — j— Q t —j— Q / 2 — j_ Q y 3 _|_ . , . . ^ 

wenn man der KUrze wegen 
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Q 


> ) 


z j 

if 

2 71 j 


cp{z) 


d}}- 


setzt , das Intogral ai\f den Kreis (/) rnit detn Radius It in dev 
Richtung dev wachseuden Winkel evstreekt. 

Jedev Punkt t des Gebietes U licgt fevncv ausserluilb allev 
von den Kveisen (A,.) begvenztcn Kveisflilclien. Dalier ist in jedem 
Integvale Ajf 

mod it — «;,•)!> (' ■" 

folglicli kaiin nach steigenden Rotcnzon von ^ ? d. li, 

iiacli fallenden Potenzen von i — »/, in eine convergivende Reiho 
eiitwickelt werden. Dann evlililt man 


also 


nk 

~r 


% — cik 
z—T 


z — a k 

■ak — it — ilk) 


z — nic 
l — Uk. 


z — ak 
t-— a'i 


z — a k I k ^ 4_ _L. 


I — ak ' (t — ak) 
und duvcli Substitution in Ak 
2n 


2n 


A/i 


=-^j— i— ( 

2 7r I I — a k J 


(s ■ — a k ) ip ( 2 ) d 3 -|- 


(A 




{z — (I k V-* ip (z) ({3- 


2 n 

0 


Oder 


.4;.. 


C/c 




Ck 


4 


Ck 


t — ak ' (t — ak)^ ' {t — ak)^ 

wenn man dev KUvze wegen 


.. 


2// 


(P) 


<-‘k 


27r J 


(2 — ilk) y> iz) d3- 


setzt. Durcb Substitution diesev Reihen erliklt man nun voll- 
standig 
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<P (() =(>-]- Q' t -j- Q'' fi -|- Q’" -}- -j- Q(>’0 -| I I 

J 1 L .... 4 I 14 i 

“ < — (i — — Oi)" ^ ‘ (i-fti);' ' ^1 

+ H — 

+ -1 1 


+ H h 

+ 


(^ z 7 r /,)/7 H 

5 H — 


(U), auf (7) erstreckt 


Weiin ini Inncren dos Krcisos (/) keine Unsstetigkeitspiinkte a 
vorliaiiden sind, so fallen aus dec Gleichimg (15) die Rcilien 
Aif lieraus. Die flbrig bleibende Reihe 

<f {t) = () -|- (> / -[- Q” -{- -j- Q(»Ot"‘. -]-... 47^ 

ist dann die Mac-Laiiri ii’sclie nnd enfsteht aus der T ay 1 or’schcn, 

§ 25 44 ), wcnii man davin o = 0 setzt. In der That liat man 
dann nach (.13) § 25 

(p(’>0 (.0) 1 I cp(z)clz 

2 . 3 ...m 2 ni \ sw' + 1 * 

Bezieht man aber dieses Integral auf den Kreis (J) und setzt dem- 
gemass — — icld, so erliMlt man 


<p ( »‘) (0) 1 r 

2 . 3 . . 2 71 J 


(p (Z) (Id- 


= (P’-K 




Siebeiiter Absclniitt. 


Ueber das uuendlieh gross iind iintMidlich kleiii Werdeii 
der b’linclioneii. 

§ 27. 

Wenn eine Function in eineni Piinkte z ~ a , von dem wir . 
ziinadist annehmen wolleii , dass cr kein Vcrzwcigungspunkt sci, 
eine Unterbrecliung der Stetigkeit erleidet, so kann dies, wie sclion 
pag. 100 erwalint wurde, dadnvcli geschohen, dass die Function in 
dem Pnnkte a verscliiedeno Wortlie erliillt, wenn die Variable sich 
deinselbeii von verschiedenen Seitcn her nfihert. Kann durch den 
Punkt a eine Linie man so gelegt wcrden , dass die Function auf 
dem Wege mn in a einen anderen Worth erluUt , ala auf dem 
Wege so spriugt die Function, wenn ^ anf der Linie w/. an den 
Punkt a tiberschreitet, pldtzlich von dem ersteren zu dem lotztercn 
VVertbe ilber. Wir liabcn pag. 100 ein Beispicl hicfdr gegebem, uiid 
in dem angeftllirteii Falle sind die Wertbe, zwischen deuen der 
Sprung stattfindet, beide endUeh. Fs kann aber auch der Fall 

eintreten, dass einor von ihnen uneudlich gross ist. Dies tritt z. B. 

1 

bei der Function e's fUr 2 = 0 ein; la,S8t man die Variable a auf 
der Hauptaxe (die reellen Wertho durclilaufeiid) von dev negativen 
Seite nach der positiven deii Nullpunkt tlberschroitcn, so spriugt die 
Function von 0 nach oo (Iber. Eine Unstctigkeit der letzteren 
Art kann aucli fUr einen nnendlich grossen Wertli der Variablen 
statt haben, wie z, B. bei e’, welclies uncudlicb gross Oder Null 
wird, je nachdem 2 durch die positiven oder durch die negativen 
Werthe in’s Unend liehe geht. 

Eine Function wird aber in dem Punkte a auch daun nnstetig, 
wenn sie in ihm stets uuendlieh gross wird, von welcher Seite her 
die Variable sich ihm auch immer ntlheru mbge. Diese Art vou 
Unstetigkeit ist ftir uns besonders wichtig, und mOge nach dem 
Vorgange von C. Neumann eine po.larc Unstetigkeit genannt wer- 
den. Man kann sie auch so deiiniren , dass man sagt ; Eine 
Function cp ( 2 ) erleidet in dem Ihmkte s == « eine polare Unstetig- 
keit, wenn sie in demselbeu so unstetig wird , dass die reciproko 

Function an dieser Stelle vollkoramen stetig ist.*') Denn wenn 

*) C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemanu’s Tlioorie der Abel’sclien 
Integrale, pagi 94. 
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dies der Fall ist, so muss - — 0 iind (p (a) = oo sein, sonst 

’ cp (C<) / ^ y J 

wiirde (p (s) in a niclit nnstetig werden ; es muss aber cp («) uii- 
endlich gross sein fiir jedon Weg, niif dem die Variable sich dem 

Punkte a nithert, sonst erliielte aucli --- nicht auf iedem dieser 

" <p {CD 

Wege den Werth Null und wiirde nicht stetig sein. 

Die letztere Definitiou einer polaren Unstetigkeit liisst sich 
aucli sofort auf den Fall ausdehuen, dass der Unstetigkeitspunkt a 
ein Verzweigungspunkt ist. Zu bemerken ist nur, dass in einem 
solchen niclit nothwendig a lie Werthe, deren die Function fiir z ~ a 
filhig ist, uneudlicli gross zu werden brauchcn, sonderu nur irgend 
eine Gruppe unter ihnen. 

Wir werden uns nun im B‘'olgenden lediglich auf die Betrach- 
tiuig polarer Unstetigkeiten beschianken ; wir werden nur solche 
Fliiclientlieile zulassen, in denen eine Function keiue anderen als 
polare Unstetigkeiten annimmt, und wenn wir die Untersuchuug auf 
die ganze iinendliehe ;srFlache aiisdehnen, so werden wir aus- 
schliesslicli nur solche Fuuctionen betrachten , die librigens stetig 
bleiben und nur in einzelnen Punkten polare Unstetigkeiten er- 
leiden. Wenn wir in der Folge sagen, dass eine Function in einem 
Punkte uneudlicli gross wird , so soil darunter immer verstanden 
werden, dass in dem betreffenden Punkte eine polare Unstetigkeit 
eintritt. 

Die nahere UntersucLung der polaren Unstetigkeiten oder des 
iinendlich gross Werdens der Functionen macht es aber noting, 
diejenigen Functionen , wclche keine Verzweigungspuukte besitzen, 
von den tlbrigen zu trenncn und zuerst abgesondert zu betraehten, 
sowolil weil sie die Gruudlage fiir die Untersuchuug der Ubrigen 
bilden , als auch weil sic vor den iibrigen einige ausgezeichnete 
Eigeuscbaften voraus haben. Doch gelten die Sdtze , die sicb nur 
auf endliche FJtichentheile bezielien, auch von den mit Verzwei- 
gungspimkten behafteten Functionen, sobald nur in dem zu berlick- 
sichtigenden Fhlclientheile keine Verzweigungspuukte der Function 
liegen. Die Functionen oline Verzweigungspunkte sind die eiudeu- 
tigen Functionen. Nacli dem gewbhnlichen Sprachgebrauche werden 

zu dieseu aber auch diejenigen gerechnet, welche wie die oben 
1 

angeftlhrten , z. B. elT zwar im Allgemeinen ftir jeden Werth der 
Variablen nur einon Werth besitzen, in einzelnen Punkten jedoch 
rnehr als einen Werth anneliraen konnen , wenn die Variable sich 
einem solchen Punkte auf verschiedenen Wegen nahert, und dadurch 
eben eine nicht polare Unstetigkeit erleiden. Da die letzteren aus- 
gesclilossen werden sollen , so miissen auch die erwalmten Func- 
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tioiieii ausgesclilossen oder doeli nur innevlialb soldier Flildieiitlicile 
betraditet werden, h\ denen Punkte der beregten Art nidit vor- 
komtaen. Da die Function innerlialb oines soldien Fladientheils 
dann ftir jeden Punkt ohne Aiisnalime nar einen entweder end- 
lichen Oder iinendlich grossen Worth besitzt, dor iinabhiingig ist 
von detn Wege, anf dem die Variable zu dem Punkto gelangt, so 
wollen wir die Function innerlialb cnhies soldien Flachentlieils ein- 
werthig nennen, mid tlberhaupt soil eino eindeutige Function, die 
keine anderen als polare Uustetigkeiten besitzt, cine einwerthige 
Function genannt werden. Nach diesen Definitionen gilt dann die 
Bigenschaft, dass eine einwerthige Function nur da- 
d 11 r c h u n s t e t i g werden k a n n , dass sic u n e u d 1 i c h 
gross wil'd. Wir betrachten also min die Functionen zunilchst 
mu in soweit sie einwerthig sind. 

A. Functiorien ohne Verzweigungspunkte. Einwerthige 
Functionen. 

§ 27a. 

Wenn cine einwerthige Function (f> («') ftlr irgend einen Worth 
s = rt endlich bleibt, so nilhert sich das Product {z - — a) (p («) ftir 
z ^ a der Null. Wir zeigen nun zuerst, dass aucli das Umgekehrte 
stattfindet. Nehmen wir zuutldist nur an, dass das Product 
(2 — a) (f (c) in dem Punkte z = o nicht unendlich gross werde; 
dann ist dies Product eine in a stetige Function, iind ihre Wertiie 
konnen daher nach § 25 (14) ftlr alle in der Nhhe von a liegende 
Punkte durch eine nach Potenzen vou 2 — a fortsclireitende Keihe 
dargestellt werden. Sei 

(l)(z--fl) Cf(z) = Co -f- Cl (« — o) Cii(z—-a)^ -}- c 8(.2 — o.i 3 -| 

dann ist offenbar cq der Werth , den das Product (z — a) (f (z) 
far z — a hat. Hieraiis foigt 

y’ ~ -f- cj -f- C.2 (s — 0 ) -j- Oj (s — a)2 , 

mithin ist cp (s) ftlr z ~ a unendlich gross , so lange von Null 
verschiedeii ist. Hat aber Cq den Werth Null, d. h. ist 

[lim (z •— a) <p ( 2 )] = 0, 

,3 :c=5 rt 

so fallt aus der Reihe (1) das erste Glied fort, es bleibt 
9 («) = c, -|- C 2 (z — a) cg (2 -- a)2 , 

also ist dann die E'unction cp (z) In z ~ a endlich , und da sie 
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einwerthig ist, auch atetig. Demnach haben wir den Satz : Die 
notliwendige und hinreichende Bedingung dafUr, dass 
eine einwertliige Function in einem Punktes=a 
endlicli und stetig bleibt, ist 



§ 28. 

Wenn eine einwertbige Function fUrkeinen end- 
lichen Oder nnendlich grossen Worth der Variablen 
unendlich gross wird, so ist sie eine Constante. Man 
kann in diesem Falle die Function (p (^) in eine nach Potenzen 
von t fortsehreitende Reihe cntwickeln und erh^lt nach § 26 (17) 

cp {i) = Q -\- Q' t Q" -\ j_ Q(»i)t»^ + • • • , 

worin 

2n 

Q0>0 :== 

0 

ist, das Integral auf einen Kreis um den Nullpunkt erstreckt. 
Diese Reihe bleibt noch gOltig, auch wenn der Punkt i sich in’s 
Unendliche entfernt, da 9 ? (t) der Annahme nach fflr alle Punkte 
endlich und daher auch stetig ist. Man kann demnach auch den 
Integrationskreis in Q(>^0 sich in’s Unendliche ausdehnen lassen. 
Werden aber darin alle Werthe von 2 : unendlich gross, so ver- 
scliwindet Q(’'0 fui’ jeden Worth von, m mit Ausnahme von m = 0. 
Man hat also 

c>' = r = ••••== 0 , 

und die Reihe reducirt sich auf ihr erstes Glied , sodass die 
Function fUr jeden Worth von t den constanten Worth Q besitzt. 

Man kann den Beweis dieses Satzes auch auf die Gleichung 
(9) § 24, namlich 

1 I cp{z)dz 

stiitzen. Denn bezieht man dieses Integral auf einen um den Null- 
piinkt beschriebenen Kreis, so kann man diesen wegen der ange- 
nommenen Eigenschaften der Function cp {t) sich in’s Unendliche 
ausdehnen lassen. Setzt man demgemass 
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Wachst mm der Radius des Kreises in’s Uncndlicho, so werden in 
dero Integrale alle Werthe voii z unendlich gross; daJier ver- 

schwindet — , und das Integral reclucirt sioh auf den obigen von i 
nnabhangigen constanten Werth 


Q 


- ( 


(p (z) 


Anmeikung. Der letztere Bewoia erlaubt, don vorliegenden 
Satz auf den Fall auszudelinon, dass die Function ip (/) nicht melir 
emwerthig im Sinne des § 27, sondern eindeutig naeb dein ge- 
wdbnlichen Sprachgebrauche ist, d. Ii. went) das Vorbandcnsein 
eiuei nicht polareu Unstetigkeit nicht von vorn herein aiisgesclilossen 
ist, wenn die Function nur nirgend unendlich gross wird , also an 
enier etwa vorhandenen Unstetigkeitsstello « ein Sprung nur zwi- 
schen endlichen Werthen stattfindet. Alsdann hat hamlicb das 
Iroduct in a den Werth Null. Schliesst man nun 

den Piinkt a durch emen kleinen Kreis aus, so gilt die Gleichung 
(1) jedeufalls ftir das Gebiet, welches von diesem kleinen und dem 
urn den Niillpunkt beschriebonen grtisseren Kreiso begrenzt wird, 
und das Integral ist auf jeden dieser beidcn Kroise zu orstreeken 

IiteraT" ““ " 


dz 

2 — a 


so erhalt man bir dieses den Ausdruck 


-L f V (2) 

2n J 


Di^es Integral verschwindet daher zugleich rnit dem Radius des 
Mifkin" f = a der Null nilliert. 

toseren Kreis ausgedehnt zu werden, und dann erleiden die obigen 
Sclilussfolgerungen keine Aenderung. Der Satz erfahrt auch keine 
Ausnahme durch die Zulassung des Palles, dass ip (z) verschiedenen 
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Werthen sicli nahert, wenn z in verschiedenen Richtungen sicb in’s 
Unendliche entfernt, wcnn nur diese Werthe alle endlich sind. Denn 
wenn auch in dem Integrale (2) die Function cp (z) in verschiedenen 
Punkten des unendlich gross zu denkenden Integrationskreises ver- 
schiedene, aber immer endliche, Werthe besitzt, so hat dieses In- 
tegral doch einen von t vcSllig unabhangigen constanten Werth. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar : Wenn eine einwer- 
tliige (oder eindeutige) Function nicht eine Con- 
stante ist, ao muss sie notliwendig fiir irgend einen 
endlichen oder unendlichen Werth der Variablen un- 
endlich gross werden. 

Weiter folgt; Eine einwerthige (oder eindeutige) 
Function muss fiir irgend einen Werth der Variablen 
den Werth Null annehmen. Denn wird cp {z) nirgend gleich 

Null, 80 wird — nirgend unendlich gross, also ware — eine 
<30 ( 2 ) ; (p ( 2 ) 

Constante, und daher auch cp (z). 

Endlich; Eine einwerthige (oder eindeutige) Func- 
tion muss mindestens einmal jeden beliebigen Werth 
k annehmen kdnnen. Denn ware cp (z) nirgend = k, so ware 
cp (z) — k nirgend gleich Null , also eine Constante , und folglich 
auch cp {z) eine Constante. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, wie diese Satze eine 
Harmonic in der Functionenlehre herstellen, die bei Ausschliessung 
complexer Werthe der Variablen nicht stattfindet. Berticksichtigt 
mab bloss reelle Werthe der Variablen, so wird z. B. die eindeu- 
tige Function cos a nicht unendlich gross und nimmt nicht jeden 
beliebigen Werth an, sondern nur die Werthe zwischen — 1 und 
-j- 1. Es findet bier eine gewisse Analogic mit den algebraischen 
Gleichungen statt. Bei diesen bleiben auch die Fundamentalsatze, 
dass jede algebraisclie Gleichung eine Wurzel haben muss, und dass 
jede Gleichung nten Grades n Wurzeln bat, nicht allgemein richtig, 
wenn man nur reelle Wurzeln berticksichtigt. Daher hat man in 
dieser Disciplin seit langer Zeit die complexen Wurzeln stets mit 
betrachtet. Es zeigt sich nun der grosse Werth , den die Ein- 
fUhrung der complexen Variablen fur die Functionenlehre hat, da 
auch hier gewisse allgeineine Satze gelten, die bei Ausschliessung 
complexer Werthe der Variablen nicht mebr allgemein richtig bleiben. 


§ 29. 

Wir verstehen unter cp (z) nun wieder eine einwerthige Func- 
tion. Wenn das Product - (s — «)</>(-) bei unendlicher Annaherung 
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des 2 an den Punkt a nicht mehr gegen die Null convergirt, so 
wird cp (s) flir z = a unendlicli gross. Wir wollen nun aber an- 
nehraen, dass es eine Potenz yon a — a mit einem ganzen oder 
gebroclienen Exponenten pt, gabe, ftlr welchen 

(2 — a){^ cp (z) nicht unendlicli gross 
werde an der Stelle z = a. Bezeichnet dann n die grdssto In pi, 
enthaltene ganze Zahl, sodass 

w /O/ <r » -{- 1 

sei, so ist 

litn (2 — a)" + 1 (jp (2) = lim (z — /' (z — ay cp («) = 0, 

well n 1 — pi, positiv ist. Alsdann ist nach § 27 a 

(2 ~ a)» cp (2) 

eine Function, welche fUr 2 == a endlich bleibt. Bezeichnet c (^0 
den endlichen Grenzwertb derselben fUr 2 = 0, so ist nun 

(2 — ay cp (zj — 

eine Function, welche fOr 2 = 0 verschwindet, und folglicli bleibt 
wieder nach § 27 a 

(2 — a)” ~ 1 93 (2) 

^ ' z ~ a 

ftir 2 = a endlich. Bezeichnet dann den endliclien Grenz- 

werth derselben , so verschwindet 

(2 — a)”“i cp (z) — ■ 


fUr 


^ind folglich bleibt 
(2' — <p (z) • 




(2 — ay 2 — a 

an der Stelle 2 = « endlich. Fahrt man in dieser Weise fort, so 
gelangt man endlich zu einer Function 

C(„) C('«— 1; c(n—^) 

(^- 


(2 — a)« (2~a)«-i (z__a)«-2 

welche fiir 2 = a endlich und daher auch stetig ist. Setzt man 


c 

(«— 


cp{z) 


_C Cj c'" c(n) 

z—a (2 — a)2 (2 — a) 3 

so bedeutet ^1 (2) eine ftir z = a endliche und stetige Function, 
und man erhS.lt, wenn noch der Kilrze wegen 


( 18 )/ + + 

gesetzt wird, 


(2—0)! 


-j L_£iiL 

^ ^ (2—a)H = 
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wobei 


ist. 




9 («) = 

= /I 1/1 1 

L 

J'O = 

lim (a 

— a)” cp 

(^) 


lim 

(z — a)«- 

-1 cp (z) •— 


lim 

(z - «)"■ 

-2 cp (z) — 




U. s. W. 

Wenn nun die endliche 

Constante 


( 1 ' 


z — oj 
c(») 


iz — a)^ 


c(>^- 
z — 


liat, weDn also in dem Ausdrucke A das GUed 


c(») 


nicht fehlt, 


(z — a)« 

d. h. wenn 

IjigQ ^2 — a)^ cp (z) w e d e r N u 11 n o c h u n e n d 1 i ch 
ist, so sagt man: die Function cp (z) wird fiir z == « un- 
endlich gross von der nten Ordnung. Dann ist aber ur 
ieden gebrochenen Exponeuten diese Bedingung nicht eniillt, 
sondern lim (a — 9 (^) entweder Null oder unendlich ; 

denn ist, wie wir ursprtlnglich annahmen, /u- ]> n, so ist 

lim (a — «)'“ 9 ( 2 ) = ^ 

ist aber /U- <1 so ist 

(z — a)« (p (a) 

lim (z — c*)'"' 93 ( 2 ) = 1™ 


GO 


(z — a) «— 1 “ 

Folglich kann cp (z) nicht von einer gebrochenen Ordnung unendlich 
werden, und wir erhalten den Satz; Wenn eine einwerthige 
Function tiberhaupt von einer endlichen Ordnung 
unendlich wird, so kann sie nur von einer ganzen 
Ordnung unendlich werden. 

Der Ausdruck (18) fiir A, welcher den Theil der Function 
cp (z) darstellt, der allein fiir z = a unendlich wird, hatte auch aus 
der in § 26 (15) entwickelten Reihe A abgeleitet werden konnen. 
Lasst man dort den Index k fort und berticksichtigt den bier vor- 
liegendeu Fall, dass (z — a)« (jp (z) sich einem endlichen u^aj^on 
Null verschiedenen Grenzwerthe ntlhert, also lim (z — o)”"r cp (z) 0 

ist, so wird nach (16) § 26 

271 


g(« + 1 ) 


i- ( 

271 J 


(z — cp (z) dd- = 0, 


wenn man den Kreis urn a , auf den sich die Integration bezieht, 
in’s Unendliche abnelimen lasst. Daber verschwmden urn so mehr 
gfrt + 2 ; c(it-\-'^) etc., und folglich bricht die Reihe Af( bei dem 
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Gliede 


c(>‘) 


ab, imd wird mit unserem Aiisdrucko (18) ideritiscli. 


— a)n 

Hieraiis folgt, dass wenn die Function rp (s) niclit mehr von 
eiuer endliclieii Ordnung unendlich wird, wenn cs also keirien cnd- 
licben Exponeiiten n giebt, fiir den — a)’' cp (^J sich einom end- 
licben Grenzwerthe nabert, dann an die Stelle des Ausdrucks /( die 
unendliclie lleihe ^4. tritt, weiJ dann keiner ilirer Coefficientcu mehr 
verschwindet. 

Kehren wir nun nocli einmal zu der Gleichung (I8a) 
fp (z) = A -j- Ip (z) 

zurtick, so zeigt diese, dass eine einwerthige Function rp (z), welcho 
an eiuer Stelle z = a unendlich' gross wird, sicli an dieser Stelle 
von einer dort endlich bleibenden Function ip (z) slets uur mu (u’lien 
Ausdruck von der Form A unterscheidet. Sie wird daher luir so 
unendlich wie dieser Ausdruck A. 1st z. B, rp {z) ftlr z = a von 
der ersten Ordnung unendlich, sodass lim {z — a) rp (^) endlich 
imd von Null verschieden ist, so kann man aucli sagen, rp {z) wird 

dort unendlich wie Oder ist ^ (z) ftlr z ~ a unendlich von 


der zweiten Ordnung, so ist es entweder unendlich wio — 1 ^ 

,, , z~a ' (z—a)‘‘^ 

4 c 

Oder nur wie allein. Hat man eine aiidere einwerthige 

Function / (0, welche fttr « = « ebcnfalls von der nten Ordnung 
unendlich wird, so kann diese aiich nur so unendlich werden, wie 
ein ahnlicher Ausdruck A, der sicli von dem vorigen nur in den 
Werthen der Coefficienten c unterscheiden kann. Ist die letztere 
Function / (») gegeben, so sind damit auch die Coefacienten c gc- 
geben, mid folglich ist rp (g) an einer Unstetigkeitsstelle a bekannt, 
wenn eine Function /(g) gegeben ist, die an dieser Stelle ebouso 
unendlich wird, wie rp (g) es werden soil. Man kann alsdann 
setzen 


9 (0 =./' («) -|- 

worin yi (z) f\lr z ~ a endlich und stetig bleibt. 


Aus 

tiation 

der Gleichung y (s) == ^ -j_ ip (g) folgt 

durch Differeu- 



9 H~ y' C'®)* 


wo 




(LA _ 

c' 

2c" 3c'" 

n . c(») 

dz 

(s-a)2 ~ 

(g— a)3 (z — ay 

(z — a)«-l-i‘ 


Da nun (nach § 24) ip (») ftlr z — a endlich bleibt i well ip (g) 
hier endlich ist, so fblgt, dass die Derivirte <p' (z) eiuer 
einwerthigen Function rp (g) an einer Stelle z ^ a, wo 
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cp (s) unendlich ist, ebenfalls iinendlich wird, und 
zwar von einer um Eins hoheren Ordnung wie cp (z). In 
alien endlichen Punkten, in denen cp (z) endlich ist, bleibt dagegen 
(nacli § 24) auch cp (z) endlich, und daher sind die end' 
lichen Unstetigkei tspunkte einer einwerthigen Func- 
tion cp (z) mit denen ihrer Derivirten cp (z) identisch. 

Es wird sich spiiter*) recbtfertigen lassen, dass man ein Un- 
endlicliwerden von der nten Ordnung auch als ein Zusaramenfallen 
von n Punkten ansehen kanu, in denen die Function cp (z) unendlich 
von der ersten Ordnung ist. Indem wir von dieser Auffassung 
sclion jetzt Gebrauch machen, werden wir, wenn eine Function an 
einer Stelle unendlich gross von der «ten Ordnung wird, uns auch 
des Ausdrucks bedienen, dass sie dort nMal unendlich wcrde. 


Wir gehen nun zu der Untersuchimg tiber, wie sich eine ein- 
werthige Function <p (z) ftir einen unendlich grossen Worth der 
Variablen z verhalt. Diese Betrachtung konnen wir auf die vorige 

ziirtickfiiliren , indem wir s — ~ setzen , wodurch cp (z) in f (u) 

itbergehen mSge, und dann / (u) an der Stelle it = 0 untersuchen. 
Nun ist zuerst (nach § 27a) / («) ftir = 0 endlich , wenn 
[lim u/(u)] — 0 ist. Also ist 

Usss 0 

cp (s) ftir z = 00 endlich, wenn flim = 0 

= CO 

ist. Ferner wird (nach § 29) /(u) ftir u == 0 von der nten Ord- 
uung Oder nMal unendlich, wenn [lim u”/ ( m)J weder Null noch 

u — O 

unendlich ist. Daher wird 

<30 (z)ftirz = 00 unendlich von dernten Ordnung, wenn 

weder Null noch unendlich 
ist. Man kann ferner nach § 29 in diesem Falle setzen: 

f / \ Q Q Q I I Q(^^) I 1 r V 

/ (u) _ j_ — --j-A. (u), 

wo A (u) eine ftir u = 0 endlich bleibende Function, und die 

*) Sielie imten § 34. 
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GrSssen Q constante Coefficienten bedeuten. Geht A (u) , diiucli s 
ausgedrtickt, in >l> (p) liber, so erhsllt man liieraus 

(19) (p (p) — Q'^ “h 1" 

worin if> (z) ftir s == oo endlich bleibt. In diesem Falle ist also 
cp (2) unendlich wie eine gauze Function von z, 

Aus dieser Gleichung (19) folgt 

(20) cp' (z) = C>' + 2 9 ^ h Q(-)z^^~^ + y/ (z). 

Utn nun zuerst zu iintersuchen , wie sicli die Dorivirto i// (z) der 
endlich bleibenden Function yj (z) im Unendlichen vcrhalt, kehvon 
wir wieder zu der Variablen u zurllck. Da 


ist, und 
war, so ist 


ip (z) == A (ii) 


= — ri^X' (ii). 

0, also nach § 24 aucU A' (h), und 


yj' (z) 

Nun ist l(ti) endlich ftir u = 
folglioh wird 

y/' (z) == 0 fiir s = cX) • 

Wenn also eine einwerthige Function im Punkte 
s: == QT) endlich ist, so ist ihre Derivirte in diesem 
Punkte gleich Null.*) 

Alsdann folgt aus (20), dass cp (z) fllr z = (X) von oiner um 
Bins niedrigeren Ordnung unendlich gross wird, als 9 (z). Ist also 
93 (s) nur von der ersten Ordnung unendlich gross, so bleibt <p' (z) 
endlich far z = GC. 


Die ganze Function in (19) bildet einen Theil der § 26 (15) 
abgeleiteteu Reihe I. Diese wird nkmlich zu einer endlichen, wenn 


lim endlich, also lim 

zn ’ 2^ + 1 


ist. Denn lasst man in dem Integral [§ 26 (16)] 


2 71 J z « 


(0 


+ 1 


den Integrationskreis (/) in’s Unendliche wachsen, so convergirt es 
gegen Null; es veischwinden daher um so mehr 

Wenn es 


etc., und die Reihe I bricht bei dem Gliede 


*) Und zwar mindestens von der zWeiten Ordnung. (Vgl. § 84.) 
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dagegen keinen endlicheu Exponenten n giebt, fur den lim ■ ^ 

endlich ist, so wird (p (z) unendlich, wie eine nach ganzen Potenzen 
von s fortscbreiteude iineiidliche Reilie. 


§ 31 . 

Alls dem Vorigen ergeben sich nun folgende Satze: Wenn 
eine einwerthige Function fur keinen endlichen 
Werth von c;, sondern nur fdr s == oo , iind aucb bier 
nur von endlicher Ordnung (nMal) unendlich wird, 
so ist sie eine ganzo Function aten Grades. Denn man 
bat in diesem Falle 

9 ( 2 ) = Q'z -|- Q"z^ -j- Q'"z^ -| (- QC»)z^ -f- }p(z)] 

da nun aber yj (z) eine einwerthige Function ist, weicbe weder fur 
einen endlichen noch fiir eiuen unendlicben Werth von s unendlich 
gross wird , so ist sie nach § 28 eine Constante. Bezeichnet man 
dleselbe mit Q, so folgt 

cp (_z) == Q -|- Q z -|- Q — j- Q'" ~|- .... — |- Q(^)z ’* , 

also ist in der That cp (z) eine ganze Function nten Grades. Um- 
geUehrt wird auch eine ganze Function «ten Grades cp («) nur fiir 
z — OC und hier n Mai unendlich ; denn es ist 



also endlich, und zugleich von Null vcrschieden , wenn cp (s) nicht 
von niedrigerem Grade ist, als vom nten. 

Wird eine einwerthige Function cp (z) nur fur 
^=00 unendlich gross, aber von unendlich hoher 
Ordnung, so lasst sie sich nach Potenzen von s in 
eine fiir jeden Werth von 2: convergirende Reihe ent- 
wickeln. Denn die Reihe I convergirt fiir jeden Punkt innerhalb 
des Kreises (/) (vgl. § 26 ), wenn in demselben keine Uustetig- 
keitspunkte liegen, und dieser Kreis kann beliebig erweitert wer- 
den, wenn cp (z) ftir keinen endlichen Werth von z unendlich wird. 
Daher unterscheidet sich p (s) von einer fiir alle Werthe von z 
convergireuden Reihe nur um eine einwerthige Function ip (z), 
welche fiir z — 00 nicht, und daher uberhaupt nicht unendlich 
wird, und die folglich eine Constante ist. 
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§ 32 . 

. Wean cine einworthige Function nuv ftlr cine 
enclliche Anzahl von Werthen der Variablen unci fliv 
jeden nuv von endlicliev Ordnung unencllich gross 
wird, (kurz, wenn sie nur cine endliche Anzahl von 
Malen unendlich wird), so ist sie eine rationale 
Function. 

Seien a, h, a, — /c, /, co die Werthe von s, fUr wclclie 

cp {z) unendlich wird , u, js, x, X, fj, die rosp. Ordniings- 

zalilen des Unendlichwordens ; so kanu man zuerst setzen 


9 (-) = Q" “i" 

wo i/> (-) f(ir s — GO nicht, also nur nocli fiir z 
endlich wird; dcmnacli hat man 


«, b, • - ’ i im- 


V (=) = ^ + + 

wo nun Vh (*) 
also weiter 


I unendlich ist. Man hat 


n (=) 


■ + + V'2 (-)• 


-I + 

Fahrt man auf diese Weise fort, so gelangt man zu 

Cn 


%-i (^) 


jCft 

z 


ll'_ _L_ 
— ( 


lz~iy 


_| ,_j_ + % i_z), 


wo (a) gar nicht mebr unendlich wird, also eine Oonstanto ist. 
Bezeichnet man diese mit Q, so erhklt man, indom man die obigen 
Ausdrtteke zusammensetzt, 


(p (z) 


(?+ ^'*=4- h 

c,(«) 


+ z-a + 

(z-ay 

+ ”^ + 

Ca" 

{z—iy 

-j- . . , 

. - . 

_i_ J_ 

^ z — l ' 

Cn 



(z — a) 




CnW 


{z-^l)^’ 


also itf der That eine rationale Function. 
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§ 33. 

Eine einwerthige P unction (p (z) ist bis auf eine 
additive Constante bestiramt, sobald ffir jedcn Un- 
stctigkeitspunkt eine Function gegcben ist, welche 
iibrigens end lie li und stetig bleibt, aber an der bc- 
treffenden Unstetigkeitsstelle ebenso unendlich 
wird, wie 73(2) es werden soil. Seien a,, Oo, 03, etc. die 
Unstetigkeitspunkte von cp (z), und denken wir tins darunter den 
Werth Qo gleicb mit begritfen. Ferner seien (>), (z), yj (z), 
etc. gegebene Piinctiouen , welche iiberall endlich nnd stetig sind, 

nur resp. in den Punkten 03, unendlich gross werden. 

Wenn dann cp (z) in so unendlich werden soli wie J\ (s), so 
kann man setzen 

9 (2) =71 (p) + V'(2). 

wo t//(s) ftir z = ai nicht unendlich wird. Da nun ^ (s) ftir 
z ~ a.2 endlich ist, so muss 1// (z) liier unendlich werden, und zwar 
so wie (p (z). Soil daher cp (z) in so unendlich werden, wie 
J2 (3), so kann man setzen 

' C~) = 72 (~) “h f i 

wo nun (2) nicht ftir a.^ und sondern nur noch ftir 03, etc. 
unendlich wird. Pahrt man so fort, so gelangt man endlich zu 
einer Function •?//, die gar nicht mehr unendlich wird, also eine 
Constante ist. Wird diese mit C bezeichnet, so erhalt man 

(~) = 7i (~) + /s (~) “i" 73 (^) 


§ 34. 


Man sagt, eine einwerthige Function cp (z) wird fur einen 
Werth von 2 unendlich klein oder Null von der nten 

Ordnung, wenn — ^ ftir diesen Werth unendlich gross von der 
cp (2) 

nten Ordnung wird, Ftir diesen Fall ist nach § 29 und 30 
(2 — a)« 


ftir 


2 = QO 


lim 

lim 


cp{z) 

1 

zn <p (z) 


weder Null noch unendlich grosg. 


Da nun auch die umgekehrten Brtiche endlicbe und von Null ver- 
schiedene Grenzwerthe haben mussen, so haben wir als Bedingungen 
daftir, dass cp (2) fur 2 — 00 oder ftir einen endlichen Werth 
z — a unendlich klein oder Null von der nten, Orc^unng ist : 
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I'tir z ~ a lim ) 

iz~a)» I weder Null nocli luiendlicli -ffross 
„ s = QO Jim (p{z) ) 

Diese Bedingimgen entstelien aus deuen des iineiidlich gross Wor- 
dens, wenn -- n an die Stelie von n tritt, und daher kann man 
auch em uneiidlich klein Werdeii als ein uneiidlicli gross Worden 
von negativer Ordnung betracbten odor auch umgekelirt. 

Wird cp {z) far « = o Null von der nten Ordnung, und setzt 

man 

(^) 

(z~a)n 

so ist naoh dem Obigen f (z) eine Function, welcho liir ^ == a 
endlich und von Null verschieden ist, Hioraiis folgt, dass man 

cp (z) = (Z — «)« Ifj (~) 

setzen , also aus cp (z) den Factor (z — «)« herausziohon kann 
Setz man ~ u an die Stelie von n, so gilt dasselbe auch, wenn 

cp ^zj lur a = a iinencllicb gross von der nten Ordnung wird. l)ann 
kann man setzen ^ ^ 

cp (z) =s 

' ^ ^ iz — a)n • 

fassinSSi? i-echtfertigt sich die oben (§ 29) angefahrte Auf- 
fassungswe se, nach welclier ein uuendlicJi Werden von der nten 
Ordnung als n-mahges iiuendlich Worden von der ersten Ordnung 

und'"''" ''”; 

zuerst ^ unendhch klein von dor ersten Ordnung, so ist 

cp {z) = (s a) yj 

wo j (z) fitr . == « endlich bleibt und fUr ^ i unendlich klein 
werden muss. Daher ist dann 

ip (z) = (Z~ b) V/J (z) und cp(z)= (z— a) {Z — b) («), 

Failed’ P ’T a " “■ '' 

en nun die Piinkte h und a zusammen, so entsteht 

(2:) == (2 — (g), 

und daher ist dano y {.) fa,- a = a von der 2ten OrdnunR un- 
ebeX ■ din laohe 

nung,'I'o1st’° “ “ °° unendlicb klein von der ..ten Ord- 

9 (2) '(/■' (2) 

^ endlich und von Null verschieden, und diese Gleichimg 
g.lt anoh nngleich far daa nnendlich g,.„as W^-den. wenn - n an 




Abschn. VII. A. Einwerthige Puaetionen. §35. 125 

Stelle von n gesetzt wird. Daher kann man in diesern Falle beim 
iinendlich klein Wcrden von cp (2) 

. w = 

und beim unendlich gross Werden 

(p (~) = sw y, (z) 

setzen, wo f (s) eine fUr :; = qo endlich und von Null verschie- 
den bleibende Function bedeutet. 


Hieran kniipft sich die Untersuchung, wie oft eine einwer- 
thige Function in einem Gebiete unendlich klein oder gross von 
der ersten Ordnung wird , wobei ein unendlich Werden von der 
nten Ordnung als n-maliges unendlich Werden von der ersten Ord- 
nung aufgefasst wird. Diese Anzahl kann namlich durch ein be- 
stimmtes Integral ausgedrtickt werden.*) Innerhalb eines Gebietes T 
werde die einwerthige Function cp (z) in den Punkten a,, a^, «3, 
etc. unendlich klein oder gross, und zwar resp, von den Ordnun- 
gen , n^, ng , etc., die fUr ein unendlich klein Werden positiv, 
fttr ein unendlich gross Werden negativ zu nehmen seien. Wir 
betrachten nun das Integral 

^ d log cp (z) Oder ^ dz, 

bezogen auf die ganze Begrenzung von T. Die Function 

wird unendlich gross fiir alle Punkte, in denen cp (z) Null, und 
fiir alle diejenigen , in denen cp (.z) unendlich gross ist. Nach 
§ 24 bleibt aber q/ (z) endlich in alien Punkten , in denen 93 (s) 
endlich ist, und wird nach § 29 in alien denen unendlich, in 
denen 90 (2) es ist; daher sind die Unstetigkeitspunkte von cp' (z) 

innerhalb T identisch mit denen von 90 (2). Demnach wird 

^ 9P (2) 

unendlich gross ftlr die sammtlichen Punkte aj, a^, Og, etc., und 

nur fiir diese. Nach § 19 ist nun das obige auf die Begrenzung 

von T bezogene Integral gleich der Sumrae der Integrale ausge- 

dehnt auf kleine, um die Punkte a beschriebene Kreise. Sei A 

eines dieser Integrale entsprechend dena Punkte a, bei welchem die 


*) Dies findet sich schon bei Cauchy. Comptes rendus Bd. 40. 1855. 1. 
M<5moire sur les variations integrates des fonctions. pag. 656. 
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Ordnung des iinendlieh Werdens gleicli u sei. Dann kaiin man 
nach § S4 setzen 

9 (-) = (== - ar fiz), 

wo V' (-) far s = 0 cndlich imd von Null verscliiodcn bleibt 
Hieraus folgt 




^ = I d log (p (z) 




die Integrale auf einen Jdeinen urn rr bescbriebenen Kreis ausge- 
delmt. Da nun innerhalb des Intcgrationskreiscs ?// (g) nicbt Null 

uud (z) nicht uriendlich gross ist, so ist stetig mid da- 
her (§ 18) ^ ^ 


Ausserdem ist (§ 20) 


9 ' (g) 


f: 


dz 


2 m. 


und daher 

, A = 27rin. 

Summirt man diese Werthe A far alle Pnnktc a, so orhklt man 
^ d log cp (g) = 27ri (n, -f ng 4- n.^ -j ) === 2ni:Sii, 

das Integral auf die Begrenzung von T ausgedehnt, und hierin 
giebt an, wie oft cp (z) innerhalb 7’ unendlicl. gross odor klein 
von der ersten Ordnung wird , wenn man ein unendlicl) Werden 
ntei urdnung als n-raaliges unendlich Werden erster Ordnung an- 
sieht. Wir liabcii also den Satz: Das Integral 


1 


d log 9 (g) 


einer einworthigen Function ^ (.), bozogen auf die 
Bepenzung ci n os Q e bi c t es T, ist gloich 27ri Mai doi- 
Anzah der Punkte, in denen (p (z) innerhalb 7’ un- 
Oder gross von der ersten Ordnung ist. 

Bezieht man den Buchstaben n auf das unendlich klein Wer- 
den und deutet die Ordnungszahleii des unendlich gi-oss Werddns 
flurch an, da sie negativ zu nehmen sind, so erhait man 


i 


d log cp (z) = 2m (2n'~ 2^). 
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Wem die Function cp (z) innerbalb T endlich bleibt, so fdllt aus 
der vorigen Formel das Glied — Jp fort, nnd die Anzabl der 
Punkte, in denen cine einv/ertliige Function ^ (z) 
Null von der ersten Or dnung ist innerbalb eines Ge- 
bietes 1\ in welch em cp ( 2 ) stetig bleibt, ist gleich 


1 

'iTii 


\ 


d log cp ( 2 ), 


das Integral auf die Begrenzung von T bezogen. 


§ 36 . 


Wenn man nun unter den Punkten a alle endlicben 
Punkte verstebt, in denen cp (z) imendlich klein oder gross ist, so 
kommt es nocb darauf an , wie sich cp (z) fur s = 00 verbalt. 
Nebmen wir an , cp (z) werde far z OO Mai unendlicb, und 

zwar beziehe sicb wieder ein positives m auf das unendlicb klein, 
ein negatives m auf das unendlicb grossv Werden. Nimmt man 
danu als Begrenzung von T einen Kreis iim den Nu'llpunkt, welcher 
die sammtlicben Punkte a umgiebt, so ist zunkchst nach dem Vo- 
i-igen auf diesen Kreis bezogen 

^ d log cp ( 2 ) = (2n — 

Ftthrt man nun aber statt z eine neue Variable n durcb die Be- 
ziebung 


u 


ein, so entspricbt jedem Punkte z ein Punkt ?«, und dem Punkte 
z '= GO der Punkt w = 0. Setzt man ferner 


so wird 


z == r (cos ^ « sin ^), 

M — ^ (cos d- — i sin S'), 


Beschreibt nun z eine geschlossene Linie Z um den Nullpunkt, so 
beschreibt w, weil dabei d- von 0 bis in wachst, ebenfalls eine 
geschlossene Linie U um den Nullpunkt, aber in umgekehrter 
Richtung. Lasst man ferner bei constantem d- den Radius Vector r 

wachsen, so nimmt ab und umgekehrt, folglich entsprechen alien 

Punkten z ausserhalb Z Punkte u, die innerbalb U liegen. Pubrt 
man jetzt in dem Integrale 
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d log fp (c) Oder 


f 


I log / (u) Oder j 

K:i^.rat Krr"r 

St "? t z 

Nimmt’ Z» tL'\oTtS7tTr?“''‘r‘’* '*«• 

Ricl.lu„g de,- waclisendon Wbkd, sfS" <'«'• 


cl log cp (z) 


-f 


log / (u), 


das erste Integral aiif den Kreis das 7 wa;/« t t- . 
be^ogan. Der Kreis ^ ..mgiobt alle Pankte 1 "■ V'"' 

aiisserlialb if nur unendlich ftlr « = co und 
nerhalb V mr „„a«dlich fttr u l 0. - L . T 

imendlicb kleiu von der mien Ordnung, sodass ’’’ 

"' = 00 ^ 

f {u) = (u)^ 

so bedeutet ip (u) eine Function, welohe in u n oio n 

.»or„a.b endlich nnd von Hnu’ vorsolneda: trNnnttS 

(dlog/(.0==„. + 

tang der wachsSdlSwinkergrnommen''"^ '*“1 

erhiilt man genommen, = 2 „„„ ,st. Demnacli 


cl log cp (z) 


-f 


d ]og/(M) 


'^Tti . in. 


^rgleicht man dies Resultat mit dem unter i 

Werthe dieses auf dieselh^ rm-tro k ™ gefnndeiien 

aicb '>“»genen Inlegrales, so ergiebt 


, ^ I I ^ 
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1st nun cp (z) fill’ z == GO Null, so ist m positiv, und man erhalt 
m -j^ 2n = 2v ; 

ist aber (p (z) ftir z = GO uuendlich gross, so ist m negativ; 
schreibt man — ^ dafflr, so folgt 

2n-^ 2v. 

In beiden Gleicbungcn giebt dann die linke Seite an, wie oft cp (z) 
in der ganzen unendlichen Ebene Null von der ersten Ordmuig, 
und die rechte Seite, wie oft diese Function unendlich gross von 
der ersten Ordnung wird, und wir erhalten den Satz : E i n e e i n - 
werthige Function wird in der ganzen unendlichen 
Ebene ebenso oft Null wie unendlich gross. Daraus 
folgt sogleich: eine ein werthige Function nimmtjeden 
beliebigen Werth k ebenso oft an, als sie unendlich 
gross wird. Denn cp (z) — k wird ebenso unendlich gross wie 
cp (z), daher wird cp (z) — k ebenso oft Null , als cp (z) unendlich 
gross wird, und folglich cp (z) ebenso oft gleich k. 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar der Fundamentalsatz der Al- 
gebra, denn eine ganze Function nten Grades wird nur fiir z == GO 
unendlich gross und zwar a Mai, folglich muss sie aucli »Mal Null 
werden , und daher muss eine Gleich ung nten Grades 
nWurzeln ha ben. 



§ 37. 


Man kann nun den schon im § 32 bewiesenen Satz , dass 
cine einwerthige Function, welche nur eine endlicho Anzahl von 
Malen unendlich gross wird , eine rationale Function sein muss, 
aufs Neue und in einer anderen Form beweisen. 

Seien Og, 03 , etc. die eudlichen Werthe von z, ftir welche 
die einwerthige Function cp (z) unendlich klein oder gross wird, 
und raogen resp. , n^, 313 , etc. die Ordnungszahlen des Un- 
endlichwerdens bedeuten, positiv beim unendlich klein, negativ beim 
unendlich gross Werden. Dann kann man zuerst nach § 34 

9 , ( 2 ) = (z _ Ip (z) 

setzen. wo pj (z) ftir z == endlich und von Null verschieden ist, 
aber fiir z = 03 , 03 , etc. unendlich wird. Alsdann ist 

ip (z) = (z — (z). 


wo nun 


Ipl (z) == 


(p (z ) 

7/j 7^0 

(z — Ui) (z — a^)" 


Dur6go, Funot. oonipl. Var. 2 . Aufl. 



/ 


9 
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fUr aj und nicht, wohl aber fUr ag, etc. unendlicli wird; filhrt 
man so fort, so gelangt man zu einer Function 

^ q> (g) 

^3 




«1 


(a — a,) (z — oa) ' (z — ci^) ' It (z — a) 

welche fiir keinen endlichen Werth von s mohr unendlich wird. 
Von dieser kann mm aber gezeigt wordcn, dass sie aucli fdr 
~ — QO nicht unendlich gross werden kann. Da niliiilich 

- a, = = (l - --) 
ist, so kann man schreiben 


n(z~ a) = (l — 1)". 


Bezeiclinet aber m die Anzahl, wie oft tp {z) ftir 2=00 unoiidlich 
wird, positiv beim unendlich klein, negativ beim unendlich gross 
Werden, so ist (§ 36 ( 24 )) 

2n = VI, 

da hior 2 n dasselbe bedeutet, was dort init bezeiclimtt 

wordcn ist. Deinnach liat man 


und 


Ftir 


n {z ~ u) 

l{z) = 


11 


00 aber ist 


(p (») 

0-r' 


lim 


(p (z) 

^0-1) 


- == lim z>'Up (z), 


und dies ist nach § 34 endlich und von Null verschieden , da 
^ (z) ftir z = 00^ von der mten Ordnung unendlich klein wird. 
Folglich ist A (z) in der That eine Function , welche ftir z = oo 
endlich bleibt; da sie nun auch fUr keinen endlichen Werth von 
iz unendlich gross wird, so muss sie nach § 28 eine Constante 
sein. Bezeichnet man diese mit C, so ist 

9> (z) = Ci7(z — fl)« . 

Behalt man nun a^, Og, etc. fttr die endlichen Werthe von z 
bei, far welche <p (z) verschwindet , resp. von don Ordnungen 
ng, etc.; und bezeichnet mit , «2, etc. die endlichen 
Werthe, far welche 90 (z) unendlich gross wird, resp. von den 
Ordnungen etc., so ist . 
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cp{z):=C 

(z — «, (2 — «ea)^" (2 — 

Demnach ist 90 (2) wirklich eine rationale Function , unci zwar er- 
scheiut sie bier im Zahler und Nenner in Pactoreu aufgeldst, wilh- 
rend sie in § 32 in Partialbriicbe und eine ganze Function zer- 
legt war. 

Hieraus folgt feriier: Eine einwertliige Function ist 
bis auf einen constanteu Factor bestimnit, sobalcl 
man alle endlichen Werthe kennt, filr welche sie 
u n e n d 1 i c li k 1 e i n und u n e u d I i c h gross w i r d , und von 
Jedem auch die Ordnuugszahl des Unendlicb werdens, 
imd : Zwei einwertliige Functionen, welche in diesen 
W e r t li e n und in den 0 r d n u n g s z a h 1 e n ti b e r e i n s t i m - 
men, sind bis auf einen constanten Factor einandcr 
gleich. 


B. runctionen mit Verzweigtingspunkten. 

§ 38. 

Indem wir nun zur Betrachtung von Functionen tibergehen, 
welche Verzweigungspunkte besitzen, schliessen wir auch hier alle 
nicht polaren Unstetigkeiten aus und erinneru an die im Eingange" 
dieses Abschnittes gemachte Bemerkung, deren Richtigkeit sich aus 
der Art , wie die vorigen Uutersuchimgeu gefiihrt worden sind , er- 
giebt, class alle von einwerthigen Functionen geltenden Eigenschaf- 
ten, die sich uur auf endliche Flacbentheile beziehen, auch fUr eine 
beliebige Function giiltig bleiben, so lange dieselbe in dem zu be- 
trachtenden Flacbentheile einwerthig ist, d. h. darin keine Verzwei- 
gungspunkte besitzt und nirgend eine nicht polare Unstetigkeit er- 
leidet, Wir hahen daher hier niir noch die Verzweigungspunkte 
selbst naher zu betrachten und kntipfen an die in § 21 angestellte 
Untersuchung an , welche Polgendcs ergeben hat : Ist 2 = 6 ein 
Verzweigungspunkt einer Function f(z), in welchem m Blatter dcr 
2 -Flache zusammenhangen (ein Windungspunkt (?n — l)ter Ord- 
nung (§ 13)), und setzt man 

(2 b)>n = t, 

wodurch / ( 2 ) in cp (^) iibergehe , so hat (C) an der 2 == & ent- 
spreclienden Stelle C = 0 k e i n e n Verzweigungspunkt. 

Man kann nun ziierst die Betrachtung des § 27a auf ein den 
Punkt t ~ 0 umgebendes Gebiet auwenden, cla man dasselbe immer 
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SO klein wahleii kanii, dass es keinen Vcrzweigimgspuiikt enthalt. 
Dann bleibt <p (Q an der Stelle C = 0 endlich, wenn 

J lim tg’CD ^ 

ist; folglicli erhalten wir als die nothwendige iind hinreicliendo Be- 
(lingung dafar, dass f (z) in dem Verzwcigungspmikte z = h endlicU 
bleibe ; 

r lim (z — h)7n y(^) 1 =0, 

L Jg = i> 

Ferner ergeben die Betraclitungen des ^29, dass wonn (p (t) in 
dem Pnnkte £ = 0 unendlich gross von dor nten Ordniing wird, 
man setzen kann 

9^ (D == j + |t H H %> “1“ ^ 

wo X (C) fllr C = 0 endlich bleibt, and die Grdssen (/ constante 
Coefficienten bedeuten. Demnacli hat man, wenn nun /' (z) in dem 
Verzweigungspunkte z ^ b unendlicli gross wird, 

f (-) === _| _| 

{z — hym (« — b) m (« — b) vi — b) 'm 

WO xp {z) = I (C) sei , iind ftlr z = 1> endlich bleibe. Dann ist 

n 

lim (2 — b^mfiz) endlich und von Null verschieden, 
und man bezeichnet die Ordnung des Uncndlichwerdens 
von f iz) diirch den Bruch 

In b bangen Blatter der ^-FUicbe zusammen, daher fallen 
liier auch m Functionswerthe auf einander. Jedcr derselben , der 
mit w bezeichnet werden mdge, wird so unendlich, dass 

'll 

lim w {z — b)Ti 

endlich und von Null verschieden bleibt. Demnach ist auch 

m ' 71 

lim wj (z — b) 

weder Null noch unendlich, und daher kann man auch sagen: die 
Function mj w i r d i n , w 0 m B 1 11 1 1 e r z u s a m m e n h a n gen , 
nMal unendlich, wenn jeder der hier zusammen- 

fallendenWerthe von der Ordnung — unendlich wird. 

Genauer bestimmt man die Art des Uncndlichwerdens von 
f ( 2 ), indem man den Ausdruck angiebt, urn welchen sich / ( 2 ) in b 
von einer dort endlich bleibenden Function unterscheidet. Dieser 
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Aiisdruck schreitet, wie die letzte Gleicliimg zeigt, nacli ganzeu 
__ _i_ 

Potenzen von (z — />)”" m fort. Man sagt also z. B. f (z) 

wil'd imendlich, wie — - — j-, oder wie — - — j-, oder wie 
(z — h)m (z — b)m 

+ u. s. w. 

(z — b)»i (z — b)m 

Betrachten wir nun noch den Werth z = co , welcher, wie 
wiv sclion § 14 geselien habeu , durch einen bestimmten Punkt 
repraaentirt werden und dann aucli als Verzweignngspunkt auftreten 
kann. Man setze 

- = und f (z) = (jp (w) ; 

dann ist u = 0 ein Windungspunkt (m — l)ter Ordnung fiir cp (u), 
wenn s — 00 ein soldier fiir / (2) ist. Demnacli kann man 
setzen 

9 (w) == “T + -^ H + ^ + ^ (“) 

Oder 

Jl. — 

/(-) = (J zTi j- gOi)zm -j-llJ (z), 

WO tp (z) = X (u) fiir 2 == oo endlich bleibt. Folglich ist f (z) 
fill' z == 00 endlich, wenn 




ist; und wenn in 2 = cxD m Werthe der Function zusammenfallen, 
von denen jeder von der Ordnung — unendlich gross wird, was 


der Fall ist, wenn 


[ 1 ], 


endlich und von Null verschieden 


ist, so sagt man, /’ (2) wird in z = 00 » Mai unendlich. 


§ 39 . 

Wir miissen nun auch das Verhalten der derivirten Function 
^ (/ (2) = w gesetzt) in einem Verzweigungspunkte naher in’s 
Auge fassen. Zuerst betrachten wir nur solche endliche Punkte, 




, § ii\)^ 

in donen v> endlich bleibt. Im § 24 ist gezeigt vvurdon d'l'ii 
wenn » m einem Gebiete endlicb, stetig und eiuSndrig isV, IZ 

weder Unsfotigkeitspuukte noch Verzweigiingspuiikto bdsitzt, ~~ 

in demselben Gebieto ebenfalls endlicb iind stetig bleibt. Drilokt 
man mm d,e Denvirle 4urcl. den Grenzwerth. dem sie gloiel. ist 
aus, nidem man den fUr a = o stattfindeiiden Worth von m mb’ 
to, bezeicbiiet, ae hat man ““ 

^ = iim , 

z — a ’ 

mid kann demgcmkaa aagen: weiin o = a weder eiu Unstetigkeits- 
punkt iioeli em Verzweiguiigapunkt voii w iat, so ist ^ 

1 . 10 — xoa 

Jim —-3^ iiicht imeiidlich ^^a-oss. 

Man kann abor auch entscheidcn, imter weJclier liediiiffuriK dieser 
G.'enzwei^i von Null verachicden bleibt. Dazu bmucht imu, nur ! 
a function von zu betracliten. Wenn niimlicli der clem J\mkto 

uTarmlbl^cj^" ^ci- 

unendlicli gross, 

uud claber der iimgekehrte Bruch 


W—V }(1 


nicUt Null. 


Folgende' fct f sfn f f “ A”*’'’ ''® Griindlago flir dai 
^^weigungspunkt von z, so ist ^ 


w~wa 


endlich und nicht Null, 


Daraus foigt. dass die Deri.irte * in einom endiiehon Pnnkte (h 

e:k:tVeri.t\nter;a“ f '™' 

" ‘’Trtt nran“ dTe" sLle'^vo ““V''“'"“Sung™oi«Wtt"‘’“' 
welchem aber «i einon cndliohen™Werth°™ y"‘=™g""OTunkt ii 
die =-F«e sieh n..MaTt'rJfn« ^lehl 

— - h') m s= T • 
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clanii hat w als Function von ^ betrachtet, an der Stelle C == 0 
wedei- einen Unstetigkeitspunkt noch einen Verzweigungspunkt. 
Nehmen wii- nun den Pall an , dass auch ^ j als Function von w 
betrachtet, an der Stelle w = wij keinen Verzweigungspunkt besitzt, 
so sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfiillt, und daher 
ist 

lim Oder lim ~ weder Null noch unend lich. 

(z — h)m 

Nun ist aber 

z~b = 

also 2 eine rationale Function von und folglich nach § 15 eine 
ebenso verzweigte Function von zo, wie C Wenn daher t an der 
Stelle w = wb keinen Verzweigungspunkt besitzt, so hat z, als 
Function von w betrachtet, dort ebenfalls keinen solchen, und daher 
erhalten wir folgenden Satz: Hat w in z — b einen Win- 
dungspunkt (m — l)ter Ordnung, z aber, als Func- 
tion von to betrachtet, in w — wi, keinen Verzwei- 
gungspunkt, so ist 


lim 


w — Wb 


endlich und von Null verschieden. 


(Z — b')m 

Bezeichnet man diesen endlichen Grenzwerth mit k, so ist nun auch 


(W W V" 

lim ^ ; 


z — b 


es war aber 


lim 


z—b 


dw 

Iz 


also ist 


dw 

dz (w — 1 


lim 


(z — 6) »» 

Unter der Voraussetzung des Satzes (26) wird also 


dw . 
dz 


in b unendlich gross, und zwar so, dass 


dz 


lH-Zldw 

lim {w — wb) ^ und lim (z — h) m weder Null noch 
unendlich ist. 


Wenn dagegen ^ oder (z — 6)m in w = Wb einen Verzwei- 
gungspunkt besitzt, und zwar einen solchen, in welchem (a, Blatter 
der w-Flache zusammenhangen , so trefFen die Voraussetzungen des 
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Satzes (26) in cler VVeise zu, class t als Function von in w, 
emen^Windiingspiinkt (^ — l)tei' Ordnung, ■«; abcr als Functioi 
dann^ ^ ~ ^ keinen Verzweigimgspunkt hat, iind folglicli is^ 

lim i 

1 

(w~Wf,y 

imd also aiicli der uragekehrte Bruch 

j_ 

(w— 

lim j-endlich und nicht Null, 

(z — b)^ 

I Da nun vvieder und ^ gleic^verzweigte Funclionen von w sind 
I so schhesscn wir: Hat to an der Stello ® == i oinon Win- 
Icungspunkt (jm — l)ter Ordnung, und s als Function 
^ betrachtet an dor on tsproch on cl o u Stello 
Windungspunkt — i)tor Ordnung, 

I -i- 

I lim X, 

I ondlich und von Null verschieden. 

' (s-— /;)« 

Bezeichnet man diesen Grenz worth mit h, so folgt 


und da 


lim 

z — b 


lira ^ 

® — b dz 


dz ~ = lim —s hy'7n \ 

Demnach ist unter der Voraussetzung des Satzes (28) Nu 

Oder iinendlich gross, je nachdem /*>oder<^',a is, 
I und zwar so, dass ^ ouci w isi 

lim {w — uiid lim J-~tdw 

b) ^ und iim {z — b) 7n ^ weder Null noc 

unendlichist. 

Wir haben nun noch den Wertb .v ^ , i , 

Hitr 
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line! w cler ftir s = go oder « = 0 stattfindende Wertb von to. 
Nehmen wir an, z = go sei von w ein Winduugspunkt Qni — l)tei- 
Ordnung, w — to aber von z ein Windungspunkt — l)ter Ord- 
nung, so erhalten wir nacb (28), weil z iind u gleichverzweigte 
Functionen von w sind , mid aueh die Verzweigung von to sicb 
nicht andert, ob man w als Function von z oder von u betrachtet, 


Urn 


T 


(w — w')l* 

Oder 

1 

urn 

= 0 


7)1 ^ 

lim z (w — to ) 


(30) 


~ 00 


endlicli und niebt Null, 

and wenu dieser Grenzwertb niit h bezeiebnef wird (nacb (29)) 


dw 

du 


— m 

lim Zi'" (w — to') 


j.1 — m 

lim h^u 


Nun ist aber 

also 


dto 

dz 


1 dto 
z^ du 


Oder 


(t — m 

dw hni(w — w') ^ .. hi* t 

-j- — — bm — ^ = — lim — ^ 

dz 22 y 2 


M'—7H 
hi* U 01 

z- 


dw 

dz 


= — lim 


{w — w') I* 


h»i 


— lim 


hf^ 

z 01 


Demnacli ist hier^ Null und zwar so, dass didAus- 
d r ti c k e 


^2 


Wi— ^ 

f* dw 


+ m 

dw in dto 
M+w dz^ ^ dz 


)(31) 


(w — «?') f* 

endliche und von Null verschiedeno Grenzwertbe 
haben. 


Endlich wenden wir uns zur Betrachtung des Falles, dass w 
selbst in einem Verzweigungspunkte unendlich gross wird, und 
nebmen letzteren zuerst endlich = b an, Hangen nun m z — h 
m Blatter und in w ~ cc Blatter zusamnien, so kOnnen wir 
sofort aus (30) erkenneu, vvelcber Ausdruck endlich und von Null 
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vei’scliieclen bleibt. Denn aetzen wir clovt s — h an die Stellc von 
10 — w, forner w an die Stelle von c und vertauechen m iind 
mit eiiiandei'j so ergiebt sich, dass 

A i. 
lim w^{z — = h 

endlicli und von Null verschieden bleibt. Da nun hieraiis aber 

ii 

lim 10 (z — Z»)"' = W 

folgt, sodass auch dieser Grenzwerth weder Null nocb unendlicli 
gross ist, so ergiebt aieh (nacb § 38), dass w in diesom Fade 

uueudlicli gross von der Ordniing ^ ist; und zugloicli gilt auch 

das Uingekchrte. Indem wir ferner in dem zweiton dor Ausdriicke 
(31) dieselberi Vcrtauschungen vornebmen, wic oben, selien wir, 
dass 

dto 

(z— h) m 

und also auch der reciproke Worth 

m+fj. 

dz 

endlich und niolit Null ist,. und dass also ~ unendlich gross ist 

von der Ordnnng ~~ Das Resultat ist daher: Wird w in 
einem Windungspunkte (m— l)tor Ordnung z^h un- 
endlich gross von der Ordnung— , so ist w = oo selbst 
ziigleich eiuWindungspunkt (,{* — l)ter Ordnung, und 
umgekehrt; und ~ wird von der Ordnung un- 

endlich gross. 

Wird zweitens to fiir « = oo unendlich gross, imd ist dieser 
Punkt ein Witidungspunkt (in — l)ter Ordnung, wUhrend lo =■ oo 
ein Windungspunkt _ i)ter Ordnung ist , so seize man 

^ ~ ; dann ist nach dem vorigen Satze fttr w = 0 

ii 

lim w . 

und daher fttr ? OO 

% lim — 

ii ■ 

' zm 


und fiir 2.= 00 


lira 


lim 


771 (m 

du ’ 

1 dw 


du 

Z m 


endlicb und von Null versehieden. Da nun 


ist, so ist 


dw ^ dw 

du ~ dz 


m — IM 

1. m dw 

lim Z — 7- 

dz 

fill' z ~ CO endlich und niclit Null , imd daher entweder Null 

dz 

Oder uuendlicli gross, jo uaclidem m ^ oder ,u. ist. 

Hat man z. B. die Gleicliung 

(w — w')'‘^(z — == ij 

so ist 


^o — w ~ und z — b — — ; , 

(2 — Z))3 (tv — w'y^ 

also ist m fur z — b unendlich gross von der Ordnung •§. Zu- 
gleicli hangen an der Stelle z ~ h drei Blatter der s-Nlache, und 
an der entsprechendcn Stelle «; == oo f’unf Blatter der w-FBiche 
zusammen. Ferner ist 


dw 

dl 


also fill' z = h unendlich 
Bei den Gleichungen 


(2- 


8 

■b) 3 


gross von der Ordnung 


8 

■3* 


W 


ft 

und w = 


sind die Stellen 2 = 00 und = <X) 
resp. 


dw 1 

2^ 


und 


entsprechend. 

dz~~ ^ ’ 


Man erhalt 
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dalier ist - 7 - fiir ;: == oo im ersten Falle Null , und im zweiteii 
dz 

imendlich gross. 

§ 40. 


Wir konnen nun auch angebeii, i)) welclior Weiso sich die 
Fladie der a auf der FUiche der to in dor Niihc oines Verzwei- 
gungspunktes abbildet, und damit die in § 7 erwalmten Aus- 
nahmefiille erledigeu. 

Nelirnen wii* an, z = l sei ein Windungspunkt (m — l)tor, 
und 10 — w[j ein Windungspunkt {fj, — l)tor Ordnung, so hat (28) 

ii„ <!»jr 

(s — /;) w 

einen bestimruten endlichen und von Null verschiedenen Grenzworth. 
Naliert man sich also von verschiedenen Seiton her don Fiuiktcn 
z — b und w == so ist es dieser Ausdruclc, und nicht mchr, 

wie in § 7, der Ausdruck lim — — welcher . einen von der 

% — • 0 

Richtung der Aunaherung nnabhangigen endlichen Werth bat. Sind 
demnach z und z' zwei an h in verscliiedener Richtung imendlich 
nahe liegende Punkte, w und io" die ihnen entsprechenden Punkto 
der to-Fliiche, so ist 


Oder 


Setzt man nun 


^ — Wb)f^ (w" — Wb)^^ 

jT" T" 

(z' — (z''~b)m 




tOb 

lOb 

h 

b 


Q (cos Ip' 
^"(COB Ijj" 
r (cos (/ 
r" (cos c/' 


i sin ip') 
i siu ip") 
i sin ryj') 
i sin fjp"), 


m {Ip' — -ip") = fj, {cp — (p"). 


Es findet also in der Nahe des Verzweigungspunktes nicht mehr 
Aelinlichkeit in den unendlicli kleinen Tlieilen statt. 

In dem in § 7 angeftlhrten Beispiele 

W t= z2 

ist 7n = 1 mid /li=2, folglich wird fiir den Verzweigungspunkt 
w == 0 (entsprechend 2 = 0 ) ^ = 0, da ^ m ist ; zugleich ist 



was sich auch schon § 7 in einem bestimmten Falle ergebeu 
hatte. Eine unraittelbare Folge hievon ist u. a. der Satz:*) Dev 
Winkel, unter welchem sichzweiconfocaleParabeln 
scbneiden, ist halb so gross, a Is dor Winkel, den 
ihre Axen mit einaiider bilden. Man iiberzeugt sich niim- 
lich nach dem § 7 angcgebeneu Verfahren oder auch auf andere 
Weise leicht, dass jeder nicht durch den Nullpunkt gehenden Ge- 
raden in z eine Parabel in w entspricht, deren Brennpunkt im 
Nullpunkte liegt, und deren Axe einer Geraden in z entspricht, die 
ebenfalls durch den Nullpunkt geht und der frtiheren Geraden 
parallel ist. Der Winkel, welchen zwei nicht durch den Nullpunkt 
gehende Gerade in 2 mit einander bilden, ist nun ebenso gross, 
wie der Winkel, untor dem sich die entsprechenden Parabeln in w 
scbneiden; unter demselben Winkel scbneiden sich auch die durch 
den Nullpunkt gehenden parallclen Geraden in 2 , welchen die Axen 
der Parabeln in w entspreclien. Da aber der Nullpunkt Verzwei- 
gungspunkt von z ist , und zwar m == 1 und ,(/< = 2 , so bilden 
die Axen der Parabeln den doppelten Winkel mit einander. 

Ausserdem erhellt axis der obigen allgemeinen Betrachtung, 
dass die Punkte der w-Flache, welche Siehech Brennpunkte 

iiennt, und die dadurch charakterisirt sind, dass in ibnen ^ 

ist, zugleich Verzweigungspunkte sein werden, und zwar solche, ftlr 
welche ist. 


*) Siebeck: Ueber die grapliische Darstcllung imaginiirev Fimctioneii. 
Crelle’s Journ. Bd. 55. pag. 239. 


142 Abdchn. VII. B. Fimctionen niit Vei’zweigiuigBpunktcn. §41. 


§ 41. 

Wenn eine Function w filr jedon Wcrtli von s 
jiWertlie bcsitzt und niir eino ciidliclie Anzalil von 
Maleu uueiullich wird, so ist sic cine al g e b r ai s clio 
Function. 

Man bezeichnc mit — w„ die aWertho von ?/>, welclic 

einem bestimmten Wertlie von z entspreclien. Bildot man mui das 
Product 

S = (g — w{) (g — wjg) • ■ • • (o' — Wji) 
woi’iii 6 eine beliebige von z unabhiingige' Grosse bedeutet, so ist 

symmetriscli in Bezng anf w^, w^, to,,. Liisst man » irgend 

eine sclieinbar geschlossene (§ 12) Linie besclireiben , so werden 
zwar einige oder alle der Wertho w,, u'q, • ■ • sicli geiindevt 
haben, aber in den n unmittelbar liber einandcr liogenden Punkton 
der z-FIache wird w wieder die niimlichen Werthe nur in andcrer 
Anoi'dnung besitzen , folglicli hat sich S, als Function von bc- 
traebtet, dabei nicht geSlndert. S ist also in alien Punkten ein- 
andrig, uod daher eine einwerthige Function von a;. Ausserdem 
wird S nur da' unendlich gross, wo einer oder mehrere der Wertlio 
••• to, I unendlich gross werden. Jeder der Jetzteren wird 
der Annabme nacli nur eine endlicho Aiizahl von Malen unendlich, 
also findet dasselbe auch bei S statt. Demnacli ist S cine ein- 
werthige Function , welche nur eine endliche Anzahl von Malen 
unendlich wird, und daher nach § 32 eine rationale Function 
von s. Ist nun z == a ein Unstetigkeitspunkt von -«), der nicht 
zugleich ein Verzweigungspunkt ist, und ist in diesem w/c unendlich 
gross, und zwar a Mai, so ist 

loj. {z — a)^ und also auch (o' — w/^) (z — a)^ 
in a nicht unendlich gross (§ 29). Ist femer z = h zugleich Un- 
stetigkeitspunkt und Verzweigungspunkt, und hangen in demselben 
Blatter zusammen, so fallen in ihm auch ^(-Werthe von v) anf 
einauder. Bezeichnet man diese mit wj, w^, ?«^,, , und mit /? 

die Anzahl der Male, wie oft w in b unendlich gross wird, so sind 
nach § 38 die Grdssen 

I . L I 

Wi {z — i)^ , Wa (z — by, W/_^ (z — b)f^ 

und folglich auch 

I I L 

(ff — ) (z — &)jU , {g — w^) (z ~ by , (g — Wfi) (z — b) f-i 

nicht unendlich gross. Uemnach bleibt auch ihr Product 


ulu uiibieiigKeuspuuKie, uie nicnt v erzweigiingspunKte sma, 

^l! ••••&*/ 

die Unstetigkeitspunkte, die zngleicdi Vei zweigmigspunkte sind, und 
man bezeichne die zugeliorigen Ordnungszahleii « und /? init ent- 
spreclienden Indices. Multiplicirt man dann S mit dem Aiisdruck 

•Z=(z~ «!)«> (:z — .... (2 _ 

(s — i,)Ai (3 _ .... (2 — y 

so bleibt das Product 

S . Z = ((f-— ((T —W2) (C — w,i) (z-~ (s — 02)"'-i 

(2 — ax)*^^ (z — (z — ... (z — 

fiir alle Werthe a und b, also tiberhaupt fiir alle endliclien Werthe 
von 2 endlich. Demnacb ist eiiie einwerthige Function, welcho 

nur fiir z == co und auch hier nur von einer endlichen Ordnung 
unendlicli gross wird ; folglich ist (nach § 31 ) SZ eine gauze 
Function von 2. Nun wird in SZ zuerst jeder Factor von Z fiir 
s = GO unendlicb gross ; bezeichnet ferner /i die Anzahl der Male, 
wie oft wj fiir 2 = GO unendlicb gross wird, so ist die Anzahl der 
Male, wie oft SZ fiir 2 — oo unendlicb gross ist, gleicb 

7i -|- 2a -j- 2^ = m 

und dies ist gerade die Anzabl der Male, wie oft w tiberhaupt uu- 
endlich gross wird. Bezeichnet man diese Zahl mit ?/t, so ist SZ 
eine ganze Function vom ?«ten Grade von 2. Nimmt man nun auf 
die Grosse a Riicksicht, so ist SZ auch eine ganze Function von <r 
vom nten Grade. Denkt man sich also SZ nach Potenzen von a 
geordnet, so kann man sagen, dass SZ eine ganze Function von c 
vom jiten Grade ist, deren Ooefficieuten ganze Functionen von 2 
sind, die bis auf den mten Grad steigen, was lliemann durch das 
Zeicben 

n m 

F ((T, 2) 

auszudrticken pflegt. Diese Grosso verschwindet, wenn cr einen der 
Werthe wi, w^, • • . w,, erhalt, und daher sind dies die n Wurzeln 
der Gleichung 

n m 

F (w, 2) = 0 . 

Folglich ist cine ?i-werthige Function, diemMal un- 
endlich wird, die Wurzel einer algebraiscben Glei- 
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Achter Abscliiiilt. 

Iiitegrale. 


A. Integrale fiber geschlossene Linion aiisgedehnt. 

§ 42. 

Wir schreiten jetzt zn einer VeiTolIstiincligung der i„i Ab- 
schmtte IV. gegebonen Sfilze, wobei wioder nlle nicht polnren Un- 
ste igkei en ausgeschlosscn bleibeu. Nacli den im vorigen Absclniitto 
fesfgestell ten Bcg,-iffe„ ,lb« d.s IJnoudlid.wc clon . f 

koimen w,r den in § 20 abgeleiteten Sate so aasspicelion , 
zieht man das Integral cciicn . jjc- 


/ (2) dz 


< uf eine geschlossene Linie, die nur einen UnstotigkGitspniikt a nm- 
giebt, w.elcher kein Verzweigungspiinkt ist, und in wcloliem /’ 
von der ersten Orduung unendlich gross wird, so ist ‘ 


/ (z) dz == 2 Tri lim {z — «) / (z). 


Wiv antersuchen mm den Werth dieses Integi-als, wonn f M in „ 
nnendlicli gross von der »tcn Ordnnng ist. Nacli S 29 ^tln der 
Nachbarseliaft dea Punktoa a “ 

I cW I , cW , 

wo V/(») fat endbeb nnd stelig bleibt. Bildet man nun 

Linie so kann^mlui Pnnkt a iimgebende geschlossene 

kS rahLriTLtZrrers 


rp (a) dz == 0, 
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14 5 


fenier 

Setzt man sodann 
so folfft 


c (Iz 


= ‘27T.ic. 


— a 

r (cos (p -j- i sin cp) 


in 


I C (/Z C \ y 

] "" ~k — \ 

0 

Dieses Integral versclnvindet abor, weil filr jeden von 0 versphie 
denen ganzzaliligen Werth von k 


‘2n 


2n 




Sin kcj) (Up = 0 


j cos hp d(p — 0 
0 0 
ist. Demnacli ist f(lr jeden von 1 vcrschiedenen Werth von k 


cWilz 

iz~cOT 


0 . 


Aus dem Auscirucke (32) verschwinden also bei der Integration 
alle Glieder rait Ausnahme des ersten, niid man hat 

^ / (s) dz = 2m. c . 

Demnacli ist dies Integral stets gleich Null, wenn in dein Aus- 
drucko, der die Art des Unendlichwcrdeiis von / (c) angiebt, das 

Glicd — - — fehlt; bcira Vorhandensein dieses Gliedcs aber hat das 
z — a 

Integral den Werth 2 me'. 

Gehen wir jetzt zu eincni Verzweigungspunkte iiber. ^st b. 
ein Unstetigkeitspunkt, in welchera w Blatter der s-Flilche zusamfnen- 
hangen, so hat man in der Nachbarschaft ties Punktes b (§ 38) 

ff' I (/' I I I 

' z—b'' 


/•(^) 


T + 


(_z-b)> 


(z — b)! 

+ 


(z — b) 


din) 


7 + V- «. 


(Z — byn 

wo ijj (z) in z — b endlich iind stetig ist. Bildet man nun 
^ / (z) dz bezogen auf cine den Punkt b umgebende geschlossene 
Lillie, so kann man dazu einen belicbig kleinen Kreis wiljilen, 

I)ur6go, li’unct. compl. Var. 2. Aiifl. 10 


liii 


I 


i 
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dessen Peripherie aber mMal diirchlaiifen vverden muss, damit er 
geschlossen sei. Nun ist wiedcr ziierst 


ferner flir 


j ip 0.) <h = 0, 

z — h — r (cos (p -|- i sin (p) 


0 

Bedeutet endlich Ic eine von m verschiodene gauze Zahl, so ist 


(2-/0^ 


= S 


k 

. (z — h') 


{Z~h) Hi {z—h) 


(p — i sin 


» 'Ifp- 


Nun ist aber wicder 


Jc — ni , 
COS — - (p (Up 


0 , jai 


, k — m 

Sin <p (Up = 0, 


SO lange. k niclit gleich m ist, nnd dnhor ist ancb 

(^'^ = 0. 

J (z — b)»( 

Also verscliwindcn bei der Integration des Ansdriickes (33) 
alle Glieder mit Ausnahme von imd folglicli ist 

^ / ( 2 ) dz = 27tt7?r4f/"'). 

Doinnach verschwindet aucb dieses Integral imnier dann , wenn in 
dem Ausdrucke , welcher die Art des Unencllichwerdens von / (») 

angiebt, das Glied fehlt , und man kann allgeraein den Satz 

aussprechen: Das Integral \ f (z) dz genommen um einen 
Unstetigkei tspunkt, um welchen die 2 -Flache sich 
wind et, und in welch era nur eine polareUn- 
S'teiig kei t, s hat dann und nur dann einen 
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von Null verscbiedenen Werth, wenn in dem Aus- 
drucke, welch er die Ai t des Unendlichwerdens von 
/ (2;) a n g i e b t , das G 1 i e d , das von d e r e r s t e n 0 r d nii n g 
unendlich gross wird, vorhanden ist; und dieser 
Werth' ist dann gleieh 2?«7r^Mal dem Coefficienten 
dieses Oliedes. Wenn der Unstetigkeitspunkt kein Verzwei- 
gnngspunkt ist, braucht man nur m — 1 zu setzen. 


§ 43 . 


Schon im § 14 ist der Vorstellungsart gedaclit worden, nacli 
welclier man sich die unendliclie Ebene als eine Kugel mit nn- 
endlich grossem Radius, also als cine geschlossene Flache , und 
dann den Worth 2 = 00 durch einen bestimmten Punkt reprasen- 
tirt denken kann. In diesem Falle kann man ' auch von geschlos- 
senen Linien reden, welche den unendlich entfernten Punkt urn- 
geben, Wir wollen nun untersnchen , wie sich Integrate verbalten, 
wenn sie auf solche geschlossene Linien bezogen werden. Dieso 
bilden, auch wenn man sich die unendlich grosse Kugel wieder in 
der Ebene ausgebrcitet denkt, geschlossene Linien , aber dasjenige 
von der Linie begrenzte Gebiet, welches den Punkt z — co ent- 
hfilt, liegt in der Ebene ausserhalb der geschlossenen Linie. 

Fuhrt man statt s eine audere Variable u ein, indem man 



/■ (=) = 9 C«) 

setzt, wo Ji und /• zwei beliebig zu wahlende Punkte bedenten 
mdgen, so entspricht jedem Punkte 2 ein Punkt u und umgekehrt. 
Den Punkten 2 == h und u = k abor eulspreclicn resp. = Gc 
und 2 — GO. Setzt man • 


so wird 


z — h == r (cos 5P -j- * sin </>), 
u — k — ^ (cos cp — i sin (p). 


Beschreibt nun z eine geschlossene Linie Z , welche den Punkt h 
umgiebt , so w3.chst <p von 0 bis zu einein Vielfachen von 
daher umgiebt auch die entsprechende, von u beschriebene Linie U 
deh Punkt k, und zwar in ebenso vielen Umltlufen , wird aber in 
eutgegeiigesetzter Richtung durchlaufen. Geht ferner s von der 
Peripherie von Z nach aussen , so wachst r, odor der Modul von 
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u — k ab , luid 
iiiuen. Demnach 


2 — 7i, folgllcli nimmt--, oiler der Modul von 

dalier geht u von der Peripherie von U nacU 
cntspreehcn alien ausserhalb Z liegeiiden Piuikten solche Punkte n, 
die innerhalb U liegen. Betrachtet man jetzt die Carve als die 
Hegrenzung des ausserhalb liegenden Fiadientheils , so ist die po- 
sitive Begreuzungsrichtung fdr diesen die entgegengesetzte, wie fiir 
den iuneren FlUclientheil ; daher werden und U gleichzeilig in 
der positiven Begrenzungsrichtung der einander entsprochendeii 
Flilcheiitlieile durclilaufen. 

Nun iat 

f (-) = 9’ (w) r = 
also erhillt man 


f (z) (h 


flu 

(p {it) (hi 


und darin bezieht sicli das erste Integral auf die Curve Z, und das 
zweite auf die entsprechende Curve t/, auf beide in posiiiver Be- 
grenzinigsrichtiing erstreckt. Hat man nun boi einer geschlosseneu 
Flilclie eine Curve 2', welche den Piinkt co umgiebt, so ist diese 
in der Ebene eine geschlossene Linie, welche don ausserhalb lie- 
genden Flachentheil begrenzt. Der beliebig anzuuehmende Punkt h 
kann iramer so gewahlt werden , dass or innerhalb der Curve Z 
liegt, dann entsprieht der Flachentheil, welcher den Punkt s = CO 
enthait, deni innerhalb U liegenden Flachontheile , und auf die 
positiven Begrenziingeu dieser Plilchentheile erstreckt gilt die vorigo 
Gleichung 

Kp (u) du 




(u — 7^)2 


Beschafteuheit der Function 


ab. Nun 


hangt also von der 
braucht man iiur 


Der Werth des Begrenzungsintegrales ^ / (s) dz 

y(«) 

(z< — 

solche Curven Z zu betrachten, welche abgosehen von dem Punkte 
2 = GO, keine Unstetigkeitspiiukto enthalten, dann wird auch y (m) 
innerlialb U hoebstens fOr u •== k unendlich gross ; es kommt also 

V’(«) ^ 


darauf au , ob und wie , , 

t« - 

Dieser Ausdruck iat gleich {z - 
lim {z 

ist , so ergiebt sich , dass zpr 
iiftegrala nicht sowoh I die Besehaffen h ei t der Function 
f (4 ® vie! ra eh 1 d i e dbl* F u u c ti 0 u z^ f (a) i m P u n k t c 


fUr \u <= k unendlich gross ist. 
4"/ (4? bud da ftlr » = go 
(4 = lim 32/ (4 , 

Ermittelung unseres Begrenzungs- 


ju uci puoluvcu jDtijjiBii/iiiugBricuLung uos T lacueusiucKS , uas 
dea Punkt oo erithiilt, genommen wird, der lutegriihverth duH eut- 
gegengesetzte Vorzeichen erhalten muss. 1st also f {z) fiir = co 
endlicb, d. h. ist 

lim 3/(s) = 0, 

so ist das Integral Null; es geuiigfc also hiezu iiiclit, dass / (z) 
endlicli bleibe, es muss vielmehr unendlicli klein mindestens voii 
der zweiteu Ordming seiu. 1st lernor / (s) unendlicli gross von 
der ersten Ordnung, d. h. ist 

lim zj'{z) endlicb uud vou Null verscbieden, 

so ist 

I / (~) ds = — 27vi\\mz/ 

'das Integral in der positiven Begrenzuugsriebtiiiig um den PunUt 
CO genommen. Im Allgemeincn bat das Integral danii und nur 
daim eineii von Null versebiedeneu Werlb, wenn in der Ent- 
vvickeluug von / (;=) nacb steigendcu und falleuden Potenzeu vou s, 
ein Glied von der Form 

0 


vorbanden ist. 

Als Beispiel diene zuerst 



bier ist 

lim zf (s) = lim = lim = 0, 

— b s 

also ist das Integral, bezogen aiif cine den Punkt co iimgebcnde 
Linie, gleicb Null. In der That ist jede, die beiden Punkte 
z = — ■ i und 5 = -j- i umgebende Linie zugleicb eine den Punkt 
CO umgebende , da die Function weiter keine Unstetigkeilspiinkte 
bat, uud wir baben sobon § 20 gesehen, dass ftir eine solche 
Linie das vorliegcndo lutegral den Wcrtb Null bat. 

Z w e i t e 11 s. Wird das Integral 
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den Nullpunkt in der Ricbtung der wacliscnden 
Winkel bezogcn, so hat es den Werih 2 m, Dieselbe F iT. 
»bo.. aucl, ™c ao„ P„„M CO „„,obenac, da t 

/ (.) ,H,, den einen IJnstetigkeitspunkt . = 0 besitzt. Obgleicl, 

min hier /'(z) fiir 3 = co nicht unendlich ffross isf sn i 1 
daa Integral einen von Noll veraciliedenen WcrtI,, weil ' 


ist. 


''3== QO 

Man erhait demnach 




f 


ch 


2 Tc i^ 


grenzt, der den Pnnbt oo enlbiilt. ^ Kicbluiig be- 

ll niton a kann man hienacli den Wertli des Integrala 

]vr~^^ 

ziischliessen. Nun ist bier ” Unstetjgkcitspunkt em- 


lim zf (z) = lin, 


y' \ ~z^ 


also wil'd 


lim = 4. 


Z2 


•f = Stt, 


aTdr“ra:i.s'd1o"lt:"„re d" 

d^on feat, daaa dif T 

zweigUDgsschnittes, in der Ricbtung von - 1 „a.h 
noramen, im ersfen Blatte das Vorzeichen J-. ^ a ^ 

rechten Seite desselben phAnft,ii • a daher aiif’ dc 

- babe (vgl. §13) “o tTal b “ 

Sen Winkel integrirt’ (am den Pml 5, b' 
Begrenzungsricbtuiig), herum m der positive] 
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Da nun liier alle Elemente des Integral 3 positiv sind, so muss aiicb 
J positiv seiu, iind man erhait 


0 

und daher aucli 

dz 71 

0 

Ueber den Umstand, dass dies Integral einen endlichen Wertb er- 

haltj obgleich die Function — : fur 2 = 1 unendlich gross 

y 1 — 

wil’d, vergleiclie den folgenden §. 

B. Integrate iiber nicht geschlossene Linion. Unbestimmte 
Integralfunctionen. 

§ 44. 

Wir behandein in diesera Abschnitte die Frage, ob und unter 
welchen Bedingungen eine Integralfunction endlich bleibt, wenn die 
obere Grenze derselben eutweder einen Werth erreicbt, ftir den die 
Function unter dem Integralzeichcn unendlich gross wird, oder selbst 
sicli ins Unendliche entfernt. Wir untersuchen ferner, in welcherWeise 
die Integralfunction unendlich gross wird, wenn sie in diei=>en Fallen 
nicht endlich bleibt. Dabei beschranken wir uns aber auf solche 
Integrals, die unter dem Integralzeichen eine algebraische 
Function enthalten. 

Sei 

F(0 = 

A 

die zu betrachtende Integralfunction, worin h eine beliebige Con- 
stante bedeute. Wir beriicksichtigen bei derselben nur solche Iut 
tegratiouswoge , welche der Function denselben Werth zuertheilen ; 
die nachsten Abschnitte werden zeigen, dass die durch die ver- 
schiedenen Integrationswege hervorgebrachte Vieldeutigkeit einer Inte- 
gralfunction den bier anzustellcnden Betrachtungen keinen Eintrag thut. 


t 

( 9 0) dz 




iuceffnufuuctioaeu. §44. 

Niinmt man zueist an , tp ( 2 ) wordo in einein Purikte z — 
du kein yerzwnigiingepunkt ist, iinendlicli gross von der /den O r 
nung, so kann man nach § 29 sctzen 

) (p ( 2 ) = _| I I d'l) 

-r -h + {z~^d)n + ^(-), 

wo ip (z) far 2 = a endlich bleibt. Iliei-aiis foigt 


rp(z) dz = c' 4. c" L 4_ 


+ 1 (4 dz. 


Darin ist das letzte Glied eine f.i,. / 

*..„de„ eo„...e„ G,- 

F(i) = c' log (t~~a) c"' 

2 y-ap ••’ \r,-^z:ay^ 

+ A (t). 

Lasst man min den Integrationsweg in dem Piinkte / — v 
80 untorsclieidet sich die rnfAor..oir“ r t — a ondigen 

lid. bleibenaon Ftohon Itf pT ^ 

log (1 - «> entlrtlt. Man sljt i„ dL^rTille”''''" 

-ogantL„U»>, „„e„dMoh, Dies. S 

usdruebe CS4) far , (,> i,, ^ 

vT"i„t"ga®ef’ord„“ t„dir'"“"* 

l-'CO fa.. nur dann, wem ' ®'™*’ 

Jim (z — a) <p (z) = 0 

‘'NeLr”wir^l“""’n r ^ = “ Woibt. 

gleich ei„ Ter.: ig “'- 

^■P'lbche .u.a.a.enT r„aTa?::!:S § IZZ 


( 35 ) 90(3) 


9 C3) -j 2 — _ _j_ ffi»o g( w+t) 

(z~a)>'‘ (z — a)m 2-« “I" 

r * ‘ • • • -1- 'i/^ (s), 

wo P(z) ftte, SS a endiiofc bleibi Man eihiilt Memua 



“ 1 “ ^( 0 > 

wenn wie oben mit X(i) das letzto eiidlich bleibende died mit 
Hinziiziehiing der von der iintereu Grenze 7i hemibrenden Constanteii 
bezeiclinet wird. 

Wenn nun in diesem Aiisdrucke bocbstcns die m — 1 ersten 
Glieder vorlianden sind , so blcibt F(i) fiir t = a endlicli. Dicser 
Fall ti’itt ein, wenn aucli in (35) hochstens die — 1 ersten 
Glieder vorhandcii sind. Dann ist bochstens von der Ord- 

m — 1 

nung — - — unendlicli, und folglich 

lim (z — ci)(f(z) = 0. 

Demiiacb ist die Bedinguiig fiir das Endliehbleiben der Function 
/' (t) bier dieselbe wie vorbin , und wir erbulten den allgeineiuen 
Satz: 

1) Die Integral function 

^'’(0 == j* <p{z)dz 

i 

einer algcbraiscben Function c/> (z) bat fiir i = a 
d a 11 n u n d n u r dann e i n e n e n d 1 i c ben VV e r t b , wenn 
litn — a) c/: (z) = 0 ist. Ferner ergiebt sicb Folgcndes: 

2) Ist lira (z — a) cj) (c) eiullieh , aber von Null verscbieden, 
so ist F{l) fill' t = a logaritbiniscli iineiidlicb. 

3) Hat lim — a)!'-(p(z) fiir einen ganzen oder gebrocbeneu 
Fxponeiiten |W/, der grosser als 1 ist, einen endlicben von Null 
versebiedenen Wertli, so ist F{^t) von einer ganzen oder gebroebe- 
nen Ordnung, und wenn in der Entwickeluiig von (piz) das Glied 

von der Form vorlianden ist, zugleich logaritbmiscb unendlicli. 


§ 45 . 

Wir baben nun nocb den Wertli i = co zu untersueben. 
Durcli die schon mcbrmals angewendete Substitution 



ftibren wir diesen Fall auf den vorigen zurllck. Sei 
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(pi(ti)du 


Die iSeschaffenlieit von Fi(t) ricbtet sich also nach der Bescliafifen- 
lieit der Function filr den Werth u = 0. Die Ergebnisso 

des vorigen § liefem dann Folgeudes : 

<Pi (n) I 


1) (^) ist endlich, wemi 


2) Fi(t) ist logarithraisch iincndlich, wcnn lira endlich 

t4 

und nicbt Niill. 

(0 ist von einei* ganzen Oder gebroclienen Ordnung (oder 
auoh zugleicli logarithnaiscb) wenn ftlr 1 


tt 5PiOO) endlich imd niolit Null ist, 


also schliessen wir: ftlr « oo iat 
' endlich, wenn [liM =0, 

2) F(0 logarithmisch unendlich , , wenn lira z(p(z) endlich uud 
nicht Null ; 

3) -^'^(0 von einer ganzen odor gebrochonen Ordnung oder auch 
^iigleich' logarithmisch unendlich, wenn lira endlich imd nicht 

- a." . _ ' ■ ' , . 


logarithmisch iinencllicli fiir L == go. 

t 

bleibt endlicb fiii- « — -f- 1 und L = H 

— — k 

0 

und aucli fiir i == go, ist also fiir jeden Wertb von t endlicb, 

t 

■ dz bleibt endlicb fiir z = + 1 , und wird fiir 

0 

i — GO von der ersteii Ordnimg unendlich. 

i 

— — - - — — bleibt endlicb fiir z = -1- 1 und 

( l - -^( 1 _ 32) ( I _ — 

0 

= dl ebenso fUr z = go, und wird fiir z = + ““ loga- 
ritbmiseb unendlich. 



l^cuiiter Absclinitt. 

Einfach mid melirfach ziisamnieiihangcnde Flachcii, 


§ 46. 

Fiir die Untersucliiing der Yield eutigkeit einer Integralfunction 
5/(s)<fe ist von besonderer Bedeutsamkeit die Besebaffenbeit der 
g-FUlche fiir die unter dem Integralzeicben stehende Function f{z) 
in Riicksiebt auf ibren Ziisammenbang. In dieser Beziehung ist 
schon in § 18 der grosse Unterschied hervorgetreten , welcher 
zwiseben solcben Fliichen staitfindet, in denen jede geschlossene 
Lillie fiir sich allein die vollsfandige Begrenzung eines Flilchen- 
theile? bildet, und solcben, in denen iiicbt jede geschlossene 
Lillie diese Eigensebaft besitzt. Wir miissen nun zuvdrderst die 


Abbolm. IX. Melirfacli 2 U«iimint 3 Dliiiiigeude Flachcii. § 40. 


Flachcn' in Bcziehung auf diescn Uuterscliiod etwas nUlior ins Aiige 
fasseu. *') 

Man nennt nacli Itiemann die P"'l^clien cler erstcren Art ein- 
facL zusammenliilngeud, die dcr zweiten Art mehrfach 
zusammcnh&ngend. Einfach ziisaminenhMngeiid ist z. B. einc 
Kreisflache, die Fiadie einer Ellipse, ilberliaupt jedo Plilchc, welclie 
nur auB einetn Blatte besteht iind von einer Linio bogrenzt wird, 
die einfach in sich zurUcklauft, ohne sich selbst zii sclineidcn. 
Mehrfach zusammenhangende Fladien kbnncn ciitstelien, wenn aus 
.einCadi zusammenhilngenden Unatetigkeitspunkte durdi kleino Kreise 
ausgescli lessen werden. Schliesst man z. B. aus einer Krcisflilcho 
eineu Unstetigkoitspimkt a dadurch aus, dass man ihn mit eincm 

kleineii Kreise Ic (Fig. 25) umgiebt, so 
entsteht olne Fladie, die niclit mdir 
einfach zusammenlilUigeiicl ist ; deiin 
^ielit man urn k herum cine goschlosBcne 
Linio m, so bildot dieso fttr sich allcin 
nidit die volIstlUidigo Begrenzung eines 
P’lfichcutlioils , Bondern erst mit Zu- 
ziohung entweder des kleinen Kreiscs 
fc, Oder des Russeren Kreisea «. P)8 

kdnnen aber FUlchen auch ohne alio 
Ausscliliessung cinzelner Punk to rauhr- 
tadi zusamraenhilugeud soin , woun sie 
Verzwoigungsp.unkte bositzen imd daher 
aus roohreren BUUtern bestohen, die tlbou die Verzweigungssdmitto 
hinilbor in einandor llbergehn. 

Es komrat uns nun zunRchst darauf an, ein beatimmtes Koun- 
zeichen zu gewinnen, aus welcbem man orscheu kaun, ob oiue ge- 
schlosaene Linie fUr sich allein cine vollsttlndige Begrenziing bildot 
Oder nidit. Dazu fiihren die folgenden Betrachtungon ; dioso beziohon 
sich zwar ira Allgemeinen auf boliobigo P^Ulchou , doch werdcu 
Bolche ausgeschlossen , die sich kings einer Linio in zwoi odor 
mehrere Blotter spalten. 

Zwei FlRchentheile heisseu tlberhaupt zusammenhangend, weuii 
man aus einem Punkte im Inneren des einen Theiles auf einer un- 
unterbrochenen Linie zu einem Punkte des anderen Theiles gc- 
langen kann, ohne eine Begrenzungslinie zu tlberschroiteu ; im ent- 
gegengesetzten falle heissen die FlEchentheile getrennt. Wenn nun 
ein Theil A einer zusammenbangonden Plkche durch einc Linie 


: *) Wiv worden hier imd im Folgenden untor einer goschlosaeneu Linie 

atda eine solche verstehen, die einfach in sich ziu'liclcliiuft, ohne sich selbst 
zu durehsclititdeni 


Fig. 25. 
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vollstandig begrenzt ist, so wird er durcb seine Begrenzuog von 
dem ubrigen Theile B der Flache getrennt, indem es nicht mog- 
lich. ist, aus dem vollstandig begrenzten Theile A in den anstossen- 
den B zu gelangen , oline die Begrenzungslinie an irgend einer 
Stelle zii ilbei'schreiten ; und es ist klar , dass eine geschlossene 
Linie uiir dann einen Flitchentheil A wirklich vollstandig be- 
grenzt, wenn zwischen diesem Theile und dem iibrigen ein Zu- 
sammenhang nicht stattfindet. Hierauf lasst sich ein Criterium 
stlitzeu, an dem man erkenuen kann, ob in einer Flache T eine 
geschlossene Linie in fUr sich allein eine vollstandige Begrenznng 
bildet Oder nicht. Wenn man namlich von irgend eiuem Puukto 
der Linie m aus nur auf der einen Seite an die Begrenznng 
(den Rand) von T gelangen kann, ohne die Linie m zu tiber- 
schreiten , auf der anderen aber nicht, so bildet die auf 
der letzteren Seite an m anliegende Fl2,che einen getrennten Theil 
dea Ganzen, der also von der Linie m allein vollstandig begrenzt 
ist. Kann man dagegen von einem Punkte der Linie m aus zu 
beiden Seiteu an den Rand von T gelangen, ohne m zu iiber- 
schreiten , so hangeu auf beiden Seiten die an m anstossenden 
Fltlchentheile mit solchen zusammen , die am Raude von T sich 
befinden. Daher giebt es in diesem Falle keinen von der Linie m 
allein begrenzten Fladientheil, der einen getrennten Theil des Gan- 
zen ausmacht. Die Linie m bildet also dann ftir sich allein nicht 
eine vollstandige Begrenzung. (Vgl. hiezu Pig. 25, wo man von 
einem beliebigen Punkte der Linie m aus auf der einen Seite an 
den Randtheil k, auf der anderen an den Randtheil n ge- 
langen kann.) 

Dieses Kennzeicheu lasst sich unmittelbar nicht anwenden auf 
ganz geschlossene Flachen , die, wie z. B. eine Kugelfltlche , gar 
keine Begrenzung haben. Man kann aber einer solchen Flilchc 
dadurch eine Begrenzung geben, dass man aus ihr an einer ganz 
"beliebig zu wtlhlenden Stelle einen unendlich kleinen Kreis, oder, 
was dasselbe ist, einen einzigen Punkt, herausgenommen denkt. 
(Man denke sich etwa ein Blatt der Flache an irgend einer Stelle 
mit einer Nadel durchstochen.) Dieser Punkt oder die Peripherie 
des unendlich kleinen Kreises bildet dann die Begrenzung oder den 
Rand der Flache. Wir werdeu in Zukuuft eine geschlossene Fliiche 
stets in dieser Weise durcb einen Punkt begrenzt voraussetzen, der 
iibrigens an jeder beliebigen Stelle der Flache angenommen wer- 
den kann. Dadurch wird dann das obige Kennzeichen auch auf 
geschlossene Fltichen anweudbar. Es mdgen nun zur Verdeut- 
lichung einige Beispiele angefiihrt werden: 

1) Eine Kugelfladie ist einfach zusammealjaugend. Denn 
zicht man auf ihr irgend eine geschlossene Linie m und niinmt 
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vAv* a. cjiicii 1 HUM X ail, uer znv iJogrenzun''' 
dient, so kann man von m ans irnmei- nur aiif dor einon Seite nach 
a: gelangen, niemals aiich gleiclizeitig aiif dor aiideren Seite; dalier 
bildet jede geschlossene Linie m ftir sich allein cine vollatan'digo 
Begrenzung. ® ‘ 


'^ebifaoh zusammenha 

gondcn,: sobald sie in jedem Blalte durch eine gesclilosse 


2) Hat eine Fiadie einen Verzvvcigungspiinkt n, in welehcni 
n Blatter der Flache zusammenliangen , nud begrcnzt man ein 
Flachenatflck diircli eine Linie, welclio don Pnnkt a in n Unililnfon 
umgiebt imd dadurch sich scliliesst, so ist ein so begrcnztes 
FlacbenstOck einfach ziisamraenhangend. Donn wic man darin aneh 
eine geschlossene Linie ziehen mag, immor kann man niir auf dor 
einen Seite derselben an den Rand der Fltlclie gelangen. 

3) Eine aus zwei Blattern bestehende im Unendlichen ge- 
sdilossone Flache, die zwei Verzweigungspunkte a nnd /j (Fig. 36) 

besitzt , welche durch einen 

» - ^ sjnd, ist eine einfach ziisam- 

menhiingende Fltlohe. — Man 
{ j \ ‘^J’eierlei Arten 

I U ‘~t) ^ ) von geschloBsenon Linien 

ziehen: solche die keinen, 

— — solche die einen, und solche 

^ die zwei Verzweigungspunkte 

O umgeben. Die erste nnd 
letzte Art sind nicht wesent- 
lich von einander verschieden, 
denn je nachdem man eine 
solche Linie vi, oder n als 

li.iocn « ni -4 1 ■. Begrenzung des. inneron odor 

aiisseicn FUlchentheils ansieht, umgiebt sio entweder heide Veiv 
zweigunppunkto oder keinen. Eine solche Linie wie m oder 
b. del aber steta eine vollstiludige BegrenzMg, denn tnnn kann von 
dnn einen Seite nacli dem beiiebig anziinolimen- 

den Begrenzungspunkte gelangen. Eine geschlossene Linie ondlicl., 

,ml nn,"!!'' z. B. a nmgiebl, geht zwei- 

al urn denselben heram, da sio beim Ueberaolii-eiton des Verzwei- 

tiitt und daher, um in das erste 

schnitt scliliessen , den Verzweigungs- 

Ms 1„ Cann aber bildet sie eben- 

laiis eine vpllsttlndige Begrenzung’, 
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Linie begrejizt wird (A und k Fi^. 37. 

Hlatte) ; denn jetzt bildet eiwe um « und A 
ersten Blatte heruingehende Linie m 
ieme volisfandige Begreuzung, da man 
von ihr zu beiden Seiten an den Rand der 
riache gelangen kann : namirch auf der 
e.nen Seite nacb k direcf, auf der anderen 

hintber! 


5) Eine aus zwei BlMlern besleliendc im tt „■ . 
aohloaaeno Flache, weloha vier paarSe aL. T 
sehnitfe ab, cd verbun- '' Verzweigungs- 

deneVerzweigungspunkte or 

besitzt, ist mehrfacb ° 

zuaammenhangend (Fig. 

38). Denn zieht man 
eine Linie m, welche die 
Punktea und b im ersten 
Blatte umgiebt, so kann 
man von derselben zu 
beiden Seiten nacb dem 
beliebig anzunehmenden 
Begrenzungspunkte a; gelauffen T a 

Blatte , so geschieht dies auf der erselbe etwa jm ersten 

deren Seif/aber. Tan d)„ T 

sebreiiet. Dadnreh gelano-t man T„ “>> tlbei- 

olme die Linie zu Sen da Z. 

vevliluft, den anderen Verzweigungsaclm'itt®?;"^ ■i’™ 

man ihn, so koramt man wieder in ‘^mhen ; iibej-sclireitet 

Jangt so ebenfalls nacb ^ ^ znriick und ge- 



§ 47. 

vielleicht niebt^ immer iTd^'S^-dr^ 

Anzabl von Fallen mSli 7 

Hinzuftigung von Begrenziingslinien Fliicbe durcli 

bangende umwandein kann ^Solebf^ I* * ^'"a- zusammen- 

Begrenzung lonzugefdgT werckm betT''"’ «'«Pr«nglichen 

schnittc. Unte? eLm Qu;;s^ 

gemeinen eine Linie verstande,, weicbe in eilm S re'e™,- Be' 
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Fiff. 39. 


greDzung beginnt, in das Innero der Fladie liineingeht und, indem 
sie iiirgends wedei* eine andere Begvenzungslinie , noch aiich sich 
selbst iiberschreitet , in einera Piinkte einer Begreuzuiig ciidigt. 
Damit der Inbalt und die Tragweite dieser Definition dciitlich lier- 
vortrete, betracliten wir die verscliiedenen Arten der Querschnittc 
etvvas naher. Ein Qnersclinitt kann einmal zvvei Punkte dor nilin- 

lichen Kandciirve mit einander vcr- 
binden (ah Fig. 89), sodanii zwoi auf 
verscliiedenen Kandciirven liegende 
Punkte (cil). Er kann aucli in dern- 
selben Punkte einer Begrcnzungslinie 
endigen , in dem er begonnen Jiat 
(e/.f/e), also eino gescblosscne Linie 
soin. Dies ist namentlich der Fall, 
wenn in einer geschlosseneu Flkclie 
ein Quersclinitt zu zielien ist ; denn 
da bei einer solchon die nrsprUngliclio 
Begrenzung nur aus cineni cinzigen 
Punkte bestelit (§ 46), so muss der 
Quersclinitt in diesem beginnen und in iliin aiicli endigen, wenn 
nicht der sogleich zu erwahncnde Fall eintritt, dass er in cineni 
Punkte seines fhilieren Laufos encligt. Es wurde nilmlich schon 
bemerkt, dass die Querschnitto als Begrenziingslinioii zu betracliten 
sind, die zu den schon vorliandenen Begrenzimgslinien liinziikonitneii. 
Wenn dahcr ein Quersclinitt angefangen wordcn ist, so wcrden 
seine Punkte sofort als einer neu hiuzugekomnienen Begrenzung 
angehorig betrachtot, und da nun der Quersclinitt nur in einem 
Punkte einer Begrenzung zu endigen brauclit, 
so kann er auch in einem seiner frtllieren 
Punkte endigen (abedh Fig. 40). 

Aus demselben Grunde, weil nilrnlich 
jeder schon gezogeno Quersclinitt mit zur 
Begrenzung geliCrt, kann eiii fulgender Qiier- 
schnitt auch in einem Punkte eines frliheren 
anfangen oder endigen (Fig. 40, wo ef ein 
frtihei'er, und gk ein darauf folgender Quer- 
schnitt ist). Schliesslich ist noch Folgendes 
hervorzuheben. Da ein Querschnitt nietnals 
eine Begrenzungslinie tlberschreiten darf, so 
darf er auch niemals einen frliheren Quer- 
schuitt tiberschreiten. Wenn daher eine zwei 
Begrenzungspunkte verbindende Linie einen frliheren Querschnitt 
durohschneidet , so bildet eine seiche nicht einen, sondern zwei 
Qiiersehnitte , indem einer in dem Schnittpunkte aufhOrt, und an 


I'lg. 40. 
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derselben Stelle ein neuer beginnt. So 
bilden z. B, in Fig. 41 die beiden Linien 
ah und cd nicbt zwei, sondern drei Quer- 
scbnitte , namlicb je naclidem ah oder cd 
ziierst gezogen wurde, entweder cti, c^, cd 
Oder cd, ae, eh. Aehniich werden von der 
Lillie fgTii zwei Querachnitte gebildet, 
namlicli entweder fghg und gi, oder ighg 
und gf. 

In alien Fallen ist ein Qiierschnitt wie 
ein in der Flache wirklich ausgefiihrter 
Schnitt zu betracbten , sodasa in einem 
solchen allemal zwei Begrenziingalinien ver- 
einigt sind (die beiden ,diircli den Schnitt 
bervorgebrachten Raiider), von denen die 
eine dena auf der einen Seite, die andere dem auf der anderevi 
Seite dea Qiiersclinittes anliegenden Flftchentheile als Begrenziings- 
linie angehort. 

Was nun die Mciglicbkeit anbetrifft, mebrfacli zusammenban- 
gende Flacheu diircli Qiierschnitte in einfach zusammenhangendc 
urazuwaudeln, ao mag dieselbe zunUchst in einigen einfachen Fallen 
zur Anaohauung gebracht werden. Zieht man z. B. in der durcli 
die Linien k und n begrenzten Flilche (Fig. 25) einen Querschnitt 
he und rechnet beide Seiten desselben mit zur .Begrenzung , indem 
man aich die Flache langs he wirklich durchgeschnitten denkt, so 
kann man keine geachloasene Linie mehr ziehen, welclie k iimgiebt, 
sondern jede geschlossene Linie bildet fiir sich allein eine voll- 
stiindige Begrenzuiig. Dasselbe wird bei der durch die Linien fc, n 


Fig. 41. 
O' 



Fig. 25. 



Fig. 42. 


TV 



begrenzten Flache (Fig. 42) durch zwei Querschnitte ah, ed ge- 
leistet. In deni letzteren Beispiele bemerke man zugleicli , dass 
die Verwandlung in eine einfach zusammenhangende Flache auf 

Dur&ge, Puuct. compl. Var. 2 . Aufl. 11 
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mehrfache Wcise, immer aber (lurch zwci Querschnitte cd be- 
werkstelligt wer(3en kann , z. B. ancli so , wie Fig. 43 nnd 44 
zeigen. 

Fifif. 44. 


§ 48. 

Wir geheu jetzt dazu tlber, die Zerlegbarkeit einor rnehrfach 
zusammenliRiigenden Fiadie in eine einfach zusamineiiiiilngenclo aiieh 
ioi AllgetneinGii zu untersuchen , und beweison dazii ziiniichst eino 
Reihe vorbereitender SUtze. 

I. Wenu eine Fladie T durch irgend oinen Qncrsclinitt ah 
n i c h t in getminte Theile zerlegt wird , so ist sie mohrf'ach zu- 
sammenhangend. 

Be we is. Nehmen wir ziierst an, die Endpunkte n und h 
des Querschnittes liegen beide auf der iirsprtinglichen Hegrenztiug 
von T, wobei jedoch das Zusammenfallen von a und 1> nicht aus- 
gesclilossen sein nidge. Da der Querschnitt db der Aniiahrne nach 
die Flaclie nicht in getrennte Theile theilt, so lUlngen seine beidcn 
Seiten zusammen, und man kann von einem Punkte c desselben 
aus eine geschlosaene Linie m ziehen , welche von der einen Seite 
des Querschnittes durch das Innere der Flkche auf die andere Seite 
flihrt. Eine solche Linie m aber bildct f(ir sich allein niclit eine 
vollstkndige Begrenzung, denn nnan kann von c aus zu beiden 
Seiten von m lahgs des Querschnittes an den Rand von T, namlioh 
nach a und nach b gelangen. Mithin ist T wirklich ‘mehrfach zu- 
sammenhtlngend. — Dasselbe findet statt, wenn der die FIftche 
nicht zersttickende Querschnitt ein soldier ist, der in einem Punkte 
seines Mheren Laufes endigt. (Vgl. Fig. 40, abed,) Denn als- 
dann .muss man auch von einem auf dem geschlossenen Theile des 
Qiierschnittes liegenden Punkte c aus eine geschlosaene Linie m 
ziehen* kSnnen, die von der einen Seite des Querschnittes zur an- 
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deren fiihrt.*) Eiiie solehe geachlossene Linie m abcr bildet wieder 
iiicbt eine vollstandige Bcgrenzuiig, da man von c aus zu beiden 
Seiten von m llings des Qiiersclinittes an den Rand der Fiadie, - 
nandich nach ff, gelangen kann, (In Fig. 40 sind diese beiden 
Wege cha und cdha.) 

II. In einer mehrfach zusammenhangenden Plache ist es alle- 
raal Dioglich, einon Querscbnitt za ziehen, der die Flilche niclit in 
getrennte Theile theilt. 

Beweis. Da die Flaclie mehrfach zusammenhangend ist, so 
giebt es in ilir mindestens einc geschlossene Linie m,. die ftir sich 
allein niclit eine voUsUindige Begrenzung bildet, und von der man 
also nach beiden Seiten an den Rand der Fldche komrnen kann 
(§ 46). Man kann daher von einem Punkte c der Linie m ans 
zwei Lhiien ca und ch ziehen, die auf verschiedenen Seiten der 
Linie m durch das Innere der Flache geheu und in den Punkten 
a und I) des Randes endigen (wobei a und b aucb zusammenfallen 
kbnnen), Diese beiden Linien bilden dann zusarnmen einen Quer- 
scbnitt ah, da sie zusarnmen ala eine Linie betracbtet werden kon- 
nen, die in einem Randpunkte a beginnt und , olme irgendwo eine 
Begveuzungslinie zu tibevsehveiten , in einem Randpunkte h endigt. 
Dieser Querscbnitt aber zerstUckt die Plache niclit, denn man kann 
langs der Linie m selbst von der einen Seite des Querschnittes auf 
dessen andere Seite gelangen, sodass diese beiden Flacheritheile zu- 
sammenbangen und niebt getrennt sind. v 

Anmerkung. Das Vorige lehrt zugleicb, wie in einor 
incdirfacli zusammenhangenden Fkiche ein dieselbe niclit zersliickcii- 
der Querscbnitt gezogen werden kann, wenn man in der Fliicho 
eine geschlossene Linie keniit , die fiir sicb allein niclit eiiie voll- 
stiindige Begrenzung bildet. 

III. Eine aus einem Stiicke bestehende Plhche kann durch 
einen Querscbnitt hoebstens in zwei Stiicke zerfallt werden. 

Beweis. Entweder hangen die zu beiden Seiten des Qner- 
sebnittes liegenden Flaclientheile zusarnmen, dann zersttickt der 
Quevsclinitt die Fladio gar niclit ; oder sie biingen niebt zusarnmen, 
dann liegen jene FUiclientbeile in getrennten Stlicken. Betriige nun 
die Anzalil der letztercu mebr als zwei, so miisste in den an der 
namlicben Seite des Querschnittes liegenden Flaclientheilon selbst 


*) Die.s ist moglich, wenn z. B. imiorhalb des gesclilossenen Tlieilcs 
hod des Qaersclinittes ciu Verzweignngssclinitt sich befindet, dim din 
Linie m iilierscliroiten kann, wodiirch sie in ein andcres Blatt golangt, in 
welclieni sie dem Quersciinitt nicht begegnet. 
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eine Unterbrechnng ties Znsammeiihanges eintreten , was uicht der 
Pall ist, (la der Qiierschnitt nirgends eine Begrenznngslinio tlber- 
schreitet.*) 

IV. Eine einfacli zusammenbiingende FUiclie vvird durcli jeden 
Qiierschnitt in zwei gctrennte Tlieile getlieilt, von deiien jeder f(ir 
sich wieder einfach zusammenhilngend ist. 

Beweis. Der erste Theil dieses Satzes folgt unmittelbar aiis 
1. und III., denn wenn irgend ein Qiierschnitt dio FIttclie niclit 
zerstiickte, so konnte diesc uicht einfach zusaramcnhttngend sein, 
nnd in naehr als zwei Theile kaun die Flilcho nitdit zcrfallen. Dass 
aber jeder der entstandeneii Thoile wieiliu’ ffir sich einfach znsara- 
inenhtiiigend sein muss , ist ohne Weitercs klar ; denn da in der 
unzertheilten FUiche jede geschlossene Liiiio filr sitdi cine vollstRn- 
dige Begrenzung bildet, so gilt dasaolbe auch von Jeder geschlosse- 
neii Linie, die ganz inuerhalb eincs dcjr cntstaiidenen Tlieile 
vcrlRuft. 

V. Eine einfach ziisamnionhilngende FUlcho zorftlllt diirch 
q Qiierschnitte in 5 -|- 1 getrenntc Theile, von denen jeder flir sich 
einfach zusaramenbangend ist. 

Beweis. Wenn man, nachdem die FUlcho ziierst durch 
einen Querschnitt nach IV. in zwei getrennte Theile zericgt ist, 
einen neuen Querschnitt zieht, so kann diescr,. da er den ersten 
Querschnitt nicht tibersebreiten darf (§ 47.), nur in doin einen der 
beiden entstandenen Theile verlaufen; diosen aber zertheilt er In 
zwei Theile, sodass zwei Qiierschnitte die PIRcho in drei Theile 
theilen. Diese sind alle wieder f(lr sich einfach zusammenhllngend. 
Zieht man nun aufs Neue einen Querschnitt, so wire! wieder nur 
einer der schon vorhandenen Theile in zwei zerlegt, und so ftigt 
jeder folgeiide Querschnitt nur einen neu entstehenden Theil hinzii. 
Demnach sind am Ende, nachdem q Quorschnittc gezogen worden 
sind, V -j- 1 getrenntc Theile vorhanden ; und diese sind alio nach 
IV. fUr sich einfach zusamraenhilngend. 

Zusatz. Hieraus folgt unmittelbar: Ist von Anfang an ein 
FiRchensystem vorhanden , das aus a getronnten und ftlr sich ein- 
fach zusammenluingenden Theilen bestelit, so wird dieses durch 
q Qiierschnitte in a q ebenso beschatFene Theile zertheilt. 

VI. * Wenn eine FlRclie durch jeden Quersclinitt iu getrennte 
Theile getheilt wird, so ist sie einfach zusaramenliRngend. — Denn 

*) Bei einera Quersehnitte , der in eincm Pnnkle seines fviihercn 
Xiaufea endigt, besteht die eine Seite aus den von innen an den gesclilos- 
senen Theil anstossenden PlRehentheileu, die andere Seite aus den iibrigen 
PIRolxentheilea. 
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ware sie mehrfacli zusamraenhaiigend, so kSnnte sie nach 11 . nicht 
durch jeden Querschnitt zerstiickt werden. 

VII. VVenii eine Flache T durch irgend einen Querschnitt Q 
ill zwei getrehnte Tlieile A uiid B getheilt wird , von denen jeder 
fUr sicli einfach zusaniraeuliaiigeiid ist, so ist auch T einfach zu- 
sammeiihangend. 

Beweis. Wir zeigeii, dass imter den gemachten Voraiis- 
setzungen jeder in T gezogeiie Querschnitt diese Flaclie zerstiicken 
muss. Dies ist zuerst klar von jedem Querschnitte , der ganz in- 
nerlialb A oder B liegt, also den Q nicht liberschreitet, denn ver- 
lauft ein solcfier z. B. ganz innerhalb so zerlegt er A in zwei 

getrenftte Theile (IV.), von denen der an Q anstossende mit B zii- 
sammen einen Theil von der andere einen zweiten von dem 
vorigen getrennten Theil von T bildet. Deberschreitet aber ein 
Querschnitt Q' den Q ein oder mchrere Male, so wird er durch 
die Durchschnitfspunkte in Sttlcke zerlegt, welche Querschnitte ent- 
weder in A oder in B bilden und daher (IV.) diese Theile wie- 
derum in getrennte Theile zerlegen. Man kann also weder in A 
noch in B von der einen Seite des ()' auf dessen andere Seite ge- 
langen. Dann ist dies aber auch in T, d. h. mit Htilfe einer 
Ueberschreitung des (), nicht mdglich , da man dabei imraer niir 
aus A nach B oder iimgekehrt gelangt. Demnach zerstiickt Q' die 
h'lache T ebenfalls. Da diese nun durch jeden Querschnitt in zwei 
getrennte Theile zerlegt wird , so ist sie nach VI. einfach ziisam- 
menhaiigend. 

VIII. Wcmi eine mehrfach zusammenlnlngende Flaclie T durch 
einen Querschnitt in zwei getrennte Theile zerlegt wird, so ist von 
diesen uiindestens der ciiio wieder mehrfacli zusammenhangend. — 
Denn waren beide einfach zusammenhangend, so kbnnte T nach VII. 
nicht mehrfach zusammenhangend sein. 

IX. Weiin eine aus einem Sttlcke bestehende Flache durch 
q Querschnitte in 1 Theile zerfallt wird, von denen jeder fiir sich 
einfach zusammenhangend ist, so ist sie selbst einfach zusaramen- 
hangend. 

Beweis. Jeder der gezogenen Querschnitte muss den Theil, 
in welchem er verlauft, in zwei getrennte Theile theilen, denn 
wenn auch nur ein einziger dies nicht tlikte, so wUrden, da ein 
Querschnitt nach III. einen Theil niemals in mebr als zwei Theile 
theilen kann, am Ende weniger als 9 -j- 1 getrennte Theile vor- 
haiiden sein. Ware nun die gegebene Flache mehrfach zusammen- 
hangeud , so wtirde der erste Querschnitt nach VIII. hochstens 
einen einfach zusamraenhangendeii Theil abschueiden kiinnen, wahrend 
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der andere mehrfach zusamnienliangond bloibt. Nirrimt man nun 
an, urn den gtinstigsten Fall lieiTorziihebon , dass der Qiiersclinitt 
jedesmal in deni mehrfach zusammcnhilngcnden Theile angobracht 
wil'd, und so, dass von dicsem ein ciufach zusainmenhangendes 
Stack abgelost wird, so wiirdo am Endo ein Tlioil tlbrig bleiben, 
der iiicht einfach zusammenlulngcnd ist, Uebcrliaupt wiirden boi 
jeder Zerschnekliingsart entwcder wenigor als q 1 Theile vor- 
hauden sein, oder mindestens einer dieser Theile wiirdo mclirfacli 
zusammenhiingend sein mllssen. 


§ 49. 

Nach diesen Vorbereitungen kommcn wir nun zu dein Ibl- 
geuden 

Mauptsatz. Wenn eine Fltlchc odor ein Flilclicnsystem T 
auf eine Art diirch y, Qiiorsclinitte (,^ in gctrennto Theile, und 
auf eine zwoite Art diirch Quersclinittc (>2 in gotrennto 

Theile getheilt wird, der Art, dass sowohl die Theile dor ersten 
Art, als auoh die Theile der zweiten Art alio fUr sich einfach 
zusammenhiingend sind, so ist allemal 

qi aj =>5^2 — ^ 2 ' 

Beweis.*) Die beiden diirch die Qiierschnitto (>, und % 
alls r erzeugten Flilchensysteme mdgeu resp. 1\ und hcisscu. 

Zieht man entweder in 7\ die Linion (> 2 , oder in 7a die Linien 
Qi, so erhillt man beide Male das naralioho Flllchonsystem , ilber- 
haupt die namlicbe Figur. Dieses neue Fladionsystem lieisso 
Die in 7\ gezogenen Linien bilden zwar q^ Quorschnitte in 

dem urspriinglichen Systeme T, allein in 7\ kann das anders sein, 

denn da einerseits, wenn Linien ganz in Linion hineinfallen, 
die ersteren aiifhdren, als Qiierschnitte in 71, zu existireii, anderor- 
seits die Linien durch die (/j, in mcbrore Theile zorlegt werden 
kOnnen, so kann die Anzahl dor Qiierschnitto, die die (>3 in 7\ 
wirklich bilden, kleiner oder aucli grosser als q^ ausfalleu. Ebenso 
kann auch die Anzahl der Qiierschnitte, die von den Linien in 
dem Systeme J'a gebildet werden, von q.^ verschioden sein. Wir 
bezeichnen die von den Linien ^2 in 71, gebildetoii Querseluiitte 
mit 02 , ihre Anzahl mit q ^' und die von den 0, in 7*2 gebildoten 
Qiierschnitte mit 0.^ , ihre Anzahl mit q^'. Der Nerv des Beweises 
besteht danu darin, dass wenn 

q^ =3 q^ — J— m 


*) Riemannt Gruudlagen etc. pag. 6. 
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gesetzt wird, auch 

q^' = m 

sein muss. Um dies zu beweisen, richte man sein Augenmerk auf 
die Eudpunkte der Quei’schnitte, indem man bemerke, dass die An- 
zahl der Querschnitte halb so gross ist, als die Anzabl ibrer End- 
punkte,*) und dass dies durehgangig der Fall ist, sobald mau nur, 
wenn in einen Punkt ein Anfangspunkt eines Querschnittes und ein 
Endpimkt eines solchen zusammenfallen, einen solcben Punkt doppelt 
zahlt. Die Anzabl der Eudpunkte der q^ Querscbnitte betragt 
demgemass 2 q ^ ; werden nun aber diese als Querschnitte in 
dem bereits durch die zerscbnittenen Systeme T, betrachtet, so 
kbnnen einerseits einige Eudpunkte der Qo aufboren , Eudpunkte 
der Q^' zii sein, andererseits konnen neue Punkte als Endpunkte 
der hinzukommen. (Vgl. Fig. 45. Darin sind die Q.^ durch 
starkere, die durch schvvacbere Linien bezeicbnet, und an den 
Stellgn, wo eine Linie mit einer Linie ganz Oder theilweise 
zusammenfallt, sind die Linien dicbt nebeneinander verlaufend dar- 
gestellt.) 

Fig. 45. 



1) Ein Endpunkt eines ist allemal zugleicb ein Endpuukt 
eines wenn er gar nicht in eine der Linien bineinfallt 
(z. B. a Oder /?), aber auch dann, wenn nur ein Endpunkt 
eines Q<^ mit einem Endpunkte eines coincidirt (z. B. c oder g). 
Dagegen ist ein Endpunkt eines nicht auoh zugleich ein End- 


Den Anfangs- und den Endpunkt eines Querschnittes bezeichneu 
wir zusammen als die beiden Endpunkte desselben, 
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punkt eines wenn der von diosem Endpimkto aiis cino 
Streckc weit (oder auch vollstlindig) mit einem (Ij aich deckt 
(z. B. ds, dr, op, po). In einem solchen Fallc liSrt lUlrulich der 
betreffende Punkt entweder ganz aiif, als Endpunkt fdr cinen Q^' 
zu existiren (z. B. o oder p) , odor er wird als soldier nur ver- 
sclioben. (Wabrend z. B. der Qiierschnitt dsfi, als ein bc- 
tracbtet, in d beginnt, fangt derselbe, als Q.^' betrachtct, erst in 6 ' 
an ; d ist also zwar Endpunkt eines , jiicbt aber cincs 
Dies kami nun in zwei Ftlllen eintroton : entweder sind die sicb 
deckenden Strecken beide Endstllcke resp. eines imd eines Qy 

(z. B. ds), oder ein Endstilck eines coincidirt mit einem mitt- 
lereu Stiicke eines (z. B. Sr, op, po). Bezeiebnet also 

V die Anzabl , wie oft ein Endstlick eines (>2 ein EndstUek dues 

deckt, 

1^2 die Anzabl, wie oft ein Bndsttlck eines 1^2 mittlores StUck 

eines deckt, 

so ist V -j- j/2 

die Anzabl dev Endpunkte der (>2> 'welcbo niebt zuglcieb Endpunkte 
der sind. Die Anzabl 2 (/g der Endpunkte dor (>2 i^^bss also 
um V i'2 vermindert werden. 

Dicselbo Betraebtung wiedorbolt sicli bei don Quorsebnitten (>, . 
Ein Endpunkt eines Qi bort auf ein Endpunkt eines (>/ zu sein, 

Fig. 45. 



wenn ein Endstilck eines entweder mit einem EndstUcko eines 
O2 (*• B. ds), oder mit einem mittleren Stllcke eines (>2 ziisammeu- 
fia!llt (z. B. ey). Bezeiebnet also ferner nocb 
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j'l die Anzabl, wie oft ein Eiidstiick eiiies Qi ein raittleres StUck 

eines deckt, 

so ist V + H 

die Anzabl der Endpunkte der , die nicbt aucb ziigleicb End- 
piinkte dci‘ sind, sodass die Zabl 2 der Endpunkte der 
um p -|- vi vermindert werden muss. 

2 ) Nun tieten aber neue Punkte als Endpunkte der (,V oder 
(>/ auf, die nicbt Endpunkte der oder sind. Betracbten 
wir wieder zuerst die Als neue Endpunkte derselben treten 

zuerst auf: die oben als verschoben bezeiclmeten Punkte (z. B. r 
oder s), sodann aber solcbe Punkte, bei denen entweder ein mitt- 
lorer Punkt eines mit einera mittleren Punkte eines (I| 
(z. B. y oder >]) , oder eine mittlere Strecke eines mit 
eiuer mittleren Strecke eines zusammenfallt (z. B. tu). 
Alle diese Falle lassen sicb als solcbe bezeichnen , in denen die 
Linien und in ibrem mittleren Laufe entweder zusammen- 
treffen oder sicb trennen. Es sei /ft die Anzabl der Male, wie oft 
dies vorkommt. Ueber die Bestimmuug dieser Zabl /u, ist aber 
Folgendes zii bemerken. Zunachst muss iiberall da, wo eine Linie 
(><2 mit einer Linie !^, nur eineu oinzebien mittleren Punkt (nicbt 
eine Strecke) geraeiii bat (z. B, bei y oder ^), dieser Punkt dop- 
pelt gezablt werden, da er ein Endpunkt eines und zugleich 
Anfangspimkt eines neueu Q^' ist. Sodann aber wollen wir fesl- 
setzen, dass die Zahl fi so bestimmt werde, dass ihr Wertb davon 
unabhangig sei, ob man die mit den in Beziehung setzt, 
oder umgekebrt die mit don Das erfordert, wenn bei zwei 
Querscbnitten die eine Beziehung eine grossere Anzabl zu zahlendcr 
Punkte ergiebt, als die andere, dass man die grbssere Zahl zu 
nehmen bat. Die auf diese Art zu viel gezablten Punkte mtissen 
dann wieder beseitigt werden. Nun kommt dieser Fall bei den 
Querscbnitten dann und nur dann vor , wenn in einen mitt- 
leren Punkt eines in den ein mittlerer Punkt eines binein- 
tritt, zugleicb eine mit dem Q.2 coincidirende End strecke eines 
anderen i^i *) einmtindet (z. B. bei e, wo qe einmiindet; bier muss 
e bei der Bestimmung von f/, doppelt gezabit werden, weil ab und 
ao in e nur einen einzelneu Punkt gemein baben , und e zugleicb 
Endpunkt von ea imd em ist; aber auf xc tritt e nur einmal als 
ein Endpunkt, niimlicb von xe auf, wabrend der Tbeil ec, als ein 
Q2 betracbtet, erst in q beginnt, welcber Punkt bei der Bestimmung 


Dieser kann aucli der niiniliche sein, wie der zuerst genannte, 
wenn er in oinem friiheren Punkte seines Laufes endet. Vgl. dje zweite 
Note pag. 170 . 
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del Zahl ebenfalls rait gczalilt werdeo muss). Dieser Fall 
kommt also niir danu, dann aber aiicli immer vor, weim bine End- 
stiecke eines mit ciner mittleren Strecke cines zusammen* **) 
rant, denn damit dies mdglicb sei, muss durcli deu Bndpunkt des 
Qi ziigleiob noch ein anderer bindurcbgehn. Die Anzalil dev 

Male, wie oft eioe Endstrecke eiiies Qi mit einer mittleren Stiecke 
eines zusammenfallt , war oben mit J'i bozeichnet. Demnacli 
befinden sich unter den zur Bostimmung der Zahl jW, mitgezahllea 
Piinkten solche , die niclit Kndpuiikto der (>2 sind. Dio An- 
zahl der neu auftreteiiden Endpunkte der betragt also 

Ebenso verhalt es sich bei der Bestimmung der Auzahl der 
Piuikte , die neu als Endpunkte dev aultreten. Dio Zahl //- 
bleibt , wenii sie so bestimmt wild , wie oben angegebon vvuide, 
dieselbe wie vorhin. Unter diesen //- Punkton sind aber diejenigon 
keine Endpunkte der Qjb bei denen zugleich eiiio Endstrecke eines 
<3a mit einera mittleren Sttlcko cines zusammenfilUt (z, B. bei 


Pig. 46. 


*) Vgl. die Note auf pag. 169. 

**) Es giobt aueh Falle, in denen die Zabl auf verschiodene Weisc go- 
ziililt werden kann; die Dilferenz — ^1 bleibt aber dann doch dieselbe. In 
Fig. 46 sind zwei solcher Filllc angegeben. Der in einem Piinkte seines 
frijheren Laufes endonde Qnerschnitt abedb (ein Q\) eoincidirt mit ef (als 
einem Q 2 ) langs dor Strecke bd. Nimmt man den ersteren in dein Sinne 
ah deb, 80 bat man aufbeidenQuerschnitten zwciPuukte(«, nSmlich &undd; 

os iat also = 2 , zugleich ist dann b d 
Gine mittlcre Strecke , mi thin == 0. 

Nimmt man den Q, dagegen in dom Sinne 
o&cdS, so ist & zwei Mai zu ziihlen, man 
hat also jetzt u ==» 3 , zugleich aber ist 
dann db eine Endsti'ocko des Q,, die mit 
einer mittleren Strecke des Qu eoincidirt, 
also = 1 . Die Differenz (x~Px ist in 
beidon Fallen dieselbe. ~ Aehnlich istes 
in dem anderen Beispiele, Hier hat man 
die Wahl, entweder Ihik als denfruheron 
und lifg als den 8p§.teren Querschnitt an,- 
zunehmen, oOlW gfliih den fiiihoren 
nnd hi als don spHteren. L&ngs der 
Strecke fhi flndet Coincidenz mit dem 
Querschnitt zweiter Art mn statt. Wiiblt 
man nun die erste Aufeinanderfolge, so 
hat man drei Punkto zu zahlen, namllch h, i und/, also ist ^<==3, zugleich 
aber ist I'i/ eine' Endsti’ecke, also vje=l. Bei der zwoiton Aufeinanderfolge 
sind dagegen nur / and i zu zUhlen, also ist ^>*=5 2, zugleich aher vx = 0, da 
nun f ft eine mlttlere Strecke ist. 
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Fig. 45. 
h S I 



6, welclier Puiikt zweimal zu zahlen ist; er tntt zwar als End- 
punkt von dn, iiiclit aber von Sb auf, da dieser Quersclmitt, als 
eiii Q\' betraclitet , erst in r beginnt). Nacli der obigen Bezeich- 
nung kommt dies y.j Mai vor ; daher ist die Anzahl der neu als 
Endpunkte von Querschnitten <3/ auftreteaden Punkte gleich 


fA, — v^. 


Nun fallen nach 1) von den urspriingliclien 2q^ Endpiinkteii 
der ^2 fort : v und nach 2) kommen neu hiiizii : — j'i ; 

die Anzahl 2(j^ der Endpunkte der Quersclinitte ’ist also 

2q.2 == 2q.2 (e -[- i'o) -|- ft I'l 

und daher 


1 / 2 ' 


9-2 H~ 


1 ^ — (y + + ^ 2 ) 

O 


Andrerseits fallen nach 1) von den ursprunglichen 2y, Endpuukten 
der Qi Ibrt: v und nach 2) kommen neu hinzii: — I'a i 

also ist die Anzahl 2(ji der Endpunkte der (>/ 

2qi = 2^1 — {p — |— Vi) — j— p' — >'2 


und 


, I — (j' 4- i'l + ^' 2 ) 

71 = 7l + ■ 


Setzt man demnach 

p~(p + Pi + Ptt) _ 

2 * 

so ist, was zimachst zu beweiseu war, gleichzeitig 
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Betrachten wir, ehe wir weiter gebn, di(i Fig. 45 in Be- 
zieliung auf die oben geschilderten Verbaltuisse vollstaudig. In der 
folgenden Tabelle sind in der ersten Columne die Quersclmitte 
aiifgezahlt nnd neben jcdem in der zweiten Columne die Tlioilo hii< 
gegebeu, in die er zerfallt, wonn die Flficlio vorher diirch die (>2 
zerschnitten gedacht wird, also die Qiierscbnitle Q^. Aehnliclie 


n e, c m, m n, n d, r b 

^if 

fft/, t]h 
i 0, j> k 
ku-i tl 


xc 

6' Z 

xfi 

!/(/ 

yf 

dv 

fid 

eu 

^J> 


X e, q c 
Bf], qo, oz 
xin, nif/^ (j § 
yn, ny 
yd, dy, yff 
r u 

I e t, up^ p u 


Fig. 45, 


Hienach ist 

== 6 Qi =15 

(?2 = 9 g-a' = 18 

Ferner macben wir die Punkte (x namhaft und deuten jedoii Puiikt, 
der doppelt zu zkblen ist, durcb eine darttber gesetzte 2 an : 

■ 2T 2 2' 2 2 3 2 2 2 

e nj, . n d r y Y s q t] 0 p £ u; 
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os ist also 

23. 

Die coiiicidirenden Endstrecken sind: 

Kategorie der v tZs, p = l 

„ „ ... eq, = 1 

„ „ 7^2 ...dr, 02 ^, po, Ki = 3, 

mithin 

u — (r -b 4" ^5*') 23 5 ^ 

r = — ^ = J 

wie oben. 

Der iibrige Theil des Beweises ist nun sehr leiclit zu erledi- 
gen. Das System besteht der Annahme nacli aus «, getrennten 
und fur sich einfach zusammeuliangenden Theilen. Aus diesem 
wil'd durcli die g^' = '72-1- Querschnitte Q^' das System X er- 
zeugt. Das letztere besteht nach § 48, IV ebenfalls aus lauter ein- 
fach zusammenhangenden Tlieilen, und bezeichnet 9t die Anzahl der 
letzteren, so ist nach V Ziis. 

51 == Cii — |— 1/2 

Das namliche System X wird auch aus durch die <?,' = r/, -|- on 
Querschnitte (^] erzeugt. Da aber T.^ der Annahme nach aus 
«2 getrennten und fiir sicli einfach zusammenhangenden Theilen 
besteht, so hat man auch 

§][ == a2 -j- ?i “h 

Mithin ist 

™ = “2 “i" 

Oder 

^2 — “2 " ‘ 

Anmerkung. Man kann den Beweis dieses Satzes, nachr 
dem man sich von den dabei zu benicksichtigcnden Umstiinden 
Rechenschaft gegeben hat, ktirzer in folgendev Art fuhven.*)^ Man 
nehme ziinUchst an , dass die Linien' und Q<^ nur das mit ein- 
auder gemeinsam haben , dass eine Linie der einen Art eine der 
anderen Art einfach durcbkreuzt, und zwar so, dass der Kreuznngs- 
punkt nicht ein Endpunkt eines Querschnittes ist. Kommt dann 
ein solcher Pall k Mai vor, so hat man nach den obigen ErOrte- 
rungen und mit Anwendung der frliheren Bezeichnungen 
2 ^ 2 ' = 2^2 -j- 2fc, "Iqi = 2k 

und daher 

• f72' = ?2 + '^0 'll = ?l -j- 

Liegen nun aber die beiden Querschnittsysterae in beliebiger Weise 

*) Neumann, Vorlesuiigen iiber Riemann’s Theoiie etc. p. 296. 
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gegen einander, iiidera die Linien und (^2 einander in belie- 
bigen Punkten theiis durclikrcuzen, • theils beriihren , oder aiicb ein- 
ander ganz oder tbeilweiso decken, so kann man duvch eine nn- 
endlich kleine Verschiebuug der Linien des einen Systems bewirken, 
dass das Gemeinsame entvveder ganz beseitigt wird oder nnr in 
der vorigen Annalime bestelit. Sind nach einer solclien Verscliio- 
bung k Durchkreuzungspunkte vorhanden , so iiat man wiedev 
% — 9i "h ^ ~i" woraus dann wie oben dor Satz 

(bigt. Gilt aber derselbe nach der unendlich kleinen Verschiobung, 
so muss er auch vor derselben gelten , da diircb diese weder die 
Anzalil der Qucrschnittc nocli aucli dio Aiizalil der Theile, in 
welche die Plache zerfallt, geRndert wird. 

§’ 50. 

Betracliten wir nun den Fall , dass dio ursprfingliclio Flache 
T aus einem einzigen zusaramenliangendcn SUlcke bestehe, und dass 
ferner die duicli die Querschnitte Qy und (>2 erzengtcin FlRchon 
Ty und jede eine einzige einfach ztisammcnhlingendo FlRclie 
bilde, so ist, damit dieser Fall eintrelen kdnne, zuerst ndtbig, dass 
keiner der gezogenen Querschnitte die Flache zerstiicke, und damit 
dies nicht eintrete, ist nach § 48, II und IV weiter erforderlich, 
dass T melirfach ziisammenhangcnd sei und bei beiden Zorschnei- 
dungsarlen bis nach Ziehung des vorlotzten Qiicrschnittcs melirfach 
zusammenhangend bleibe und erst durch den letzlen Q,uerschnitt 
einfach zusaramenhangend wercle. In einem solchcn Falle ist nun 
u\ = (<2 = Ij mithin % — 1 = g'l — 1 und daher auch % = 7 i. 
Wir' evhalten hiedurch folgenden Satz; 

Wenn es mSglicli ist, eine melirfach zusammen- 
hangende PlRche durch Querschnitte in eine ein- 
fach zusammenhangende umzuwandeln, und wcnn 
dies auf inehr als eine Art mOglich ist, soistdioAn- 
zahl der Querschnitte, durch welche diese Urawand- 
lung bewirkt wird, iramer die gleiche. 

Ausser diesem Satze ist auch noch der folgende von Wichtig- 
keit: Wenn eine raehrfach ziisammenhRngendc FlRche 
auf irgend eine bestimmteArt durch q Querschnitte 
in eine einfach z n sam m enh R n g e n d e verwandelt wer- 
den kann, so wird diese Verwandlung stets durch 7 
beliebige Querschnitte b-ewirkt, wie diese auch ge- 
zogen werden mbgen, sobald sie die Flache Inur 
nicht z erst tick en. Wenngleich nRmlich in dem vorigen Satze 
bewiescn worden ist, dass die Anzahl q der Querachnitio diesolbe 
bleibt, wenn die Zerschneidung in eine einfach zusammcuhRngende 
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Fiache avif eine zweite Art moglich ist, so -^bleibt doeh za er- 
wS,gen , ob dies© ^erschneidung ■wirklicli auf eine zweite Art be- 
werkstelligt werden kaiin ; ob nicht vielmehr, wenn die Qaerschnltte 
nicht von vorae herein in der richtigen Weise gezogen werdea, der 
Fall eintreten kann , dass die Fiache unanfhorlich mehrfaeh za- 
saramenhangend bleibt , wie weit man auch das Ziehen der Qoer- 
sebnitte fortsetzen mag , und dass man niemals zn einer einfaeb 
zusammenhangenden Fiache gelangt. Man kann aber in der That 
zeigen , dass dlesev Pall nicht eintreten kann, Wir setzec ai«> 
voraus, die Fliiche T werde durch q in bestimmter Weise gezogene 
Querschnitte in die einfach zusammenhjLngende Flilehe I'x ver- 
wandelt. Dann folgt zunilchst aus dem vorigen Satze, wena statt 
der vorigen andere Querschnitte gezogen werden , dass die Fllche 
T nicht durch weniger als 5^ Querschnitte einfach zusammenbangend 
werden kann, Es ist daher nach § 48, II mSglieh, q andere, die 
FlS-cbe ebenfalls nicht zersttickende Querschnitte (>3 zn zieben, wo- 
durcb eine Fiache entBtehen mdge; es fragt sieh, ob ein- 
fach znsammenhangend sein mass. Man lasae wie in § 49 aus Tj 
und 7k ein neues PlScbensystem % auf doppelte Art entstchn, in- 
dem man einmal in 7’, die Jnnien Q^, und das andere Mai in 
die Linien zieht. Die Anzahl der Querschnitte, welche die 
in Ti bilden, moge wie in § 49 mit q m bezeielmet werden. 
Dann ist nach den obi gen Betraehtungen q m auch die Anzahl 
der Querschnitte, welche die in bilden. Nun ist der An- 
nahme nach 7\ eine einzige einfach zusammenhangeutie Flilclie, 
welche durch q m Querschuitte in das Fiacbensystem 4. vcrwan- 
delt wil'd , mithin bestebt X aus q + ^ getrennten und filr 

sick einfach zusammenhangenden Theilen 4 8. Dasselbe 

System wird aber auch aus To durch q 01 Qmrsehnitte crzeugt, 
also liat die aus eiiiera Stiicke bcsteliende Flilehe die Eigeu- 
schaft, dass sie durch q m Q«erschrulte in 7 + 4- 1 g«- 

trennte und fUr sich einfach zusammenhangende Thede zeri^ wird. 
Nach § 48, IX ist deranach 7^ wirklich duf&ch zosaromenhangend. 

Hierauf beruht nun eine ClassiHcation der FiSchen und die 
nahere Bestimmung der Ordnung ihres Zusammenhanges. 

^ 1st eine Fldcbe mehrfaeh zusamnsenhangend , so kann m ihr 
nach 8 48, II ein Quersebnitt gezogen werden, der sie niAt zer- 

“esl Fane heisst die Fttche zvreifach z„Ban.n>e„. 
hang end. 
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1st die Flaclttf aber, nachdem der erste Quersclinitt gezogen 
wurde, noch mehrfach zusammenhliiigend, so kann ein nener, iiiclit 
zerstiickender Querschnitt gezogen werden. Bringt dieser die Ver- 
wandlung in eine einfach zusammenhangende Flache zu Stande, so 
wird dasselbe durch irgend zwei andero niclit zerstiickende Qner- 
schnitte geleistet, und die Flache heisst dann dreifacli zu- 
s a ra m e n h a n g e 11 d. 

Ist die Flache aucli nach Anbringiing des zweiten Quer- 
schnittes noch mehrfach zusammenhangend , so kann wieder ein 
nicht zerstOckender Querschnitt gezogen werden , und je naciidem 
die Verwandlung in eine einfach zusammenljangende Flache durch 
drei, vier etc. Querschuitte zii Stande kommt, heisst die Flache 
vierfach, ftinffach etc. zusammenhangend. 

Im Allgemeiiien wird eine Flache ( 7 -j-l)fach zusammen- 
hangend genannt, wenn sie durch q Querschuitte in 
eine einfach zusammenhangende verwandelt werden 
kann; mid dann ist es ganz gleichgtiltig, wie die Qiierschnitte 
gezogen werden, wenn nur keiner derselberi die Flache zersttickt. 
Ist die Flache aber einmal einfach zusammenhangend geworden, so 
ist es nach § 48, 17 nicht mehr mciglich, in ihr eineii sie nicht 
zersliickenden Querschnitt zu zieheu. 

§ 51. 

. Es mogen nun einige Satze theils liber Aenderung oder Nicht- 
Aeuderung der Ordnung des Zusamraenlianges , theils tlber Raud- 
curven folgen. 

I. Durch jeden eine Flache nicht zerstUckeriden Querschnitt 
wird die Ordniing ihres Zusammenhanges um Eins erniedrigt. — 
Deiin ist die Flache {q -\r l)fach zusammenhangend, so folgt aus 
dem zweiten Satze des § 60, dass, wie der erste nicht zerstiickende 
Querschnitt aucli gezogen sein mag, die Verwandlung in eine ein- 
fach zusamraenbangende Flache stets durcli q — 1 Querschnitte zu 
Stande kommt, die neue Flache also r/-fach zusammenhangend ist. 

II. Zieht man von einem Punkte o. der Begrenzung aus in 
das Innere der Iflache eine, sich selbst nicht treffende Linie, die 
in 'cinem Puukte c im Innern der Flache endet , so Mndert eine 
solche Linie die Ordnung des Zusammenhanges nicht. 

Beweis. Die nrsprflngliche Flache heisse 7’, die durch die 
Linie a c abgeanderte T. Zunachst ist klar, dass, wenn T einfach 
zilsammenhangend ist, T es auch sein muss; denn wenn in T 
jede geschlossene Linie far sich einen Theil vollstandig begrenzt, 
so gift dasselbe auch won jeder geschlossenen, in T verlaufenden 
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Linie, d. h. einer solcheri, die ac nicht ilberschreitct. 5ei also T 
raebrfach, nnd zwar (ry-j- 1) facli zu-sammenhangend. Dann kann 
in T steis ein die Flftche niclit zerstuckender Querschnitt gezog-en 
werden (§ 48, II). Sei ein sokher, iind denken wir mis den- 
selben so gezogen, dass ei\ durch den Pinikt c bindnrcbgelit. Das 
ist immer moglicli, deiin zieht man ihn nach Anleitung von § 48, II 
niit Hiilfe einer gesclilossenen Linie, die fur sich allein nieht cine 
vollstMndige Begrenzung bildet, so kann man ihn von dieser ans 
nacli beiden Seiten an den Rand der Fliiche aiif ganz beliebigo 
VVeise nnd also auch stets tiber den Punkt c ftibren. Dnrch diesen 
Pnnkt wird nun der Querschnitt «/? in zwei Theile ca nnd c /? 
getheilt, der Art, dass von diesen beiden Theilen mindestens einer 
mit ac zusammen in f einen nicht zersttlckenden Querschnitt bildet. 
Es sei ca dieser Theil, und die durch den nicht zersttlckenden 
Querschnitt acu ans T entstehende FUlche heisse T' . Dann ist 
diese y-fach zusammenhangend (I). Allein T" entsteht auch a us 
T durch Ziehen der Linie ca, und diese bildet in T einen niclit 
zerstuckenden, Querschnitt. Mithin hat T die Eigenschaft, dass sie 
durch einen nicht zerstUokenden Querschnitt in cine y-fach zti- 
samraenhangende Fliiche tibergeht ; also ist T, wie auch T es war, 
(<7 -}- 1) fach zusammenhangend. 

Anmerkung. Dieser Satz bleibt vollkomraen gtlltig, wenn 
der innere Punkt c ein Verzweigungspunkt ist. 

III. Niraint man in einer Fltiche T irgendwo einen einzolnen 
Punkt c heraus, so wird dadurch die Ordnung des Zusaramenhanges 
um Eins erhdht. 

Be we is. Die durch Herausnahme des Punktos c abgejlnderto 
Fliiche heisse T. Man verbinde c mit irgend eincm Punkte a der 
Begrenzung von 7’*) durch eine sich selbst nicht schneidende Linie 
und erzeuge dadurch eine neue Flachc T'. Dann kann die letztore 
auch aus T dadurch entstandeu gedacht werden, dass in dieser die 
Linie ac gezogen ist, die von einem Begrenzungspunkte n ans- 
gehend in einem inneren Runkte c endet, und folglich ist T" mit 
y von gleicher Ordnung (II). In 7’' dagegen ist ac ein Qiier- 
schnitt, und zwar ein nicht zorstiickender , da manjim c liornm 
von der einen Seite aiif die andere kommen kann, Mithin ist T 
nach I von einer um Eins hbheren Ordnung als T", und also auch 
als T. 

Aniperkiing. Das Vorige verliert seine Gtiltigkcit nicht, 
wenn der hei-ansgenommeue Punkt ein Verzweigungspunkt ist. 

^ ) Ist J eine gp.schIosseno Flacbe, .so wil’d nach § 40 a,nffcnomnion, d.-vss 

sie berelts einen Begrenzmigs})iinkt a hesifzt.' 

I)iir6ge, li’uncfc. comiil. Var. Autl. 


12 
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IV. Wird in einer Flache irgendwo eine geschlossene Linie 
gezogen, welche fiir sich allein die vollstilndige Begrenziing eiues 
Flachentheiles bildet, der entweder keinen odei- bdcbstens einen 
Verzweigungspunkt (beliebig hoher Ordnung (§ 13)) enthalt, und 
wird dann der so begrenzto Theil aus der Flache ausgcscliieden, 
so wird dadurch die Ordnung des Zusammenhanges urn Eius er- 
hdht. — Denn in Bezieliung^ auf die Ordnung dcjs Zusammenhanges 
kann sich niebts andern, wenn die die auszuscheidende Stelle bc- 
greuzende Randcurve sich mehr und mebr zusammenzieht. Schrumpft 
sie aber zuletzt in einen Punkt zusammen, so bat man den vorigen 
Fall. Dieser Satz gilt daher, wenn die auszuscheidende Stelle ent- 
weder keinen oder nnr einen Verzweiguugspunkt entlullt. Enthalt 
sie aber mebr als einen, so wilrde es niclit mehr mdglich sein, die 
Randcurve in einen Punkt sich zusammenziehen zii lasscn; und 
dann ist der Satz aiich nicht mebr in alien Fallen gilltig. 

Zusatz. Bei einer im Unendlicben geschlossenen Fhicbe bat 
man nach § 46 irgendwo einen Begrenzungspunkt zu supponiren. 
Dieser darf auch selbst ein Vcrzweigungspunkt sein. Wird nun 
aus einer solchen Flkche ein Sttick ausgeschieden , das diesen Be- 
grenzungspunkt, ausserdem aber keinen Verzweigungspunkt enthalt, 
so iindert sich die Ordnung des Zusammenhanges nicht. — Denn 
man kann die die auszuscheidende Stelle begrenzendo Randcurve 
in diesem Falle in den Begrenzungspunkt sich zusammenziehen 
lassen und erhiilt dann die ursprtingliche Flache wieder. 

V. Wenn eine ( 7 -j-l)fach zusammenhangende Fhlcho diirch 
m Querschnitte in zwei getrennte Theile zerlegt wird, von denen 
der eine S' einfach zusammenhtlngend ist, so ist der andere, der 
T' heisse, (7 — w-|- 2 )fach zusammenhangend , d. h. er erfordert 
nur noch q — {m — 1 ) Querschnitte ziir Umwandliing in eine ein- 
fach zusammenhangende Fikche. 

Beweis. Sei x die Anzahl der Querschnitte, welche T in 
eine einfach zusammenhangende Flache 7V verwandcln. Fllhvt 
man diese Schnitte aus, so erhklt man durch m -f- x Querschnitte 
zwei einfach zusammenhangende Flachen 7V und S. Wird aber 
die ursprtingliche Flache zuerst durcb q Querschnitte in eine ein- 
fach zusammenhangende verwandelt, imd dann diese durch einen 
•^eiteren Querschnitt in zwei getrennte Theile getheilt, so hat man 
wieder zwei einfach zusammenhangende Flachen , hervorgebracht 
durch q 1 Querschnitte. Nach dem Hauptsatze § 49* ist dann 
(ni — |— a:) — 2 = (jq — j— 1) — 2 
also 

X ='7 — (m — 1). 
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VI. Wenn eine aus einem Stlick beslehende Fiadie mehr als 
eine Randcurve besitzt, d. h. wcim ilire Begrenzung aiis mehreren 
von einander getrennten gesclilossenen Linien besteiit, so ist sie 
mebi’facli ziisammenhangeiid. 

Be we is. Sind a uiid !> zwci auf verscbiedeneii Randcurven 
iiegende Piinkte, so kaiin man , da die FlSche in sicli zusainmen- 
hangt, von a diircb das Innero der PUlclie nacli h eine Linic 
Ziehen. Diese ist ein Qiierachnitt , der aber die Flilelie nicht zer- 
stflckt, denn man kann liings einer der beiden Randcurven ira 
Innern der Fladie von der einen Seite des Querschnittes auf die 
andere Seite kommen. Da es also mdglich ist, in der Fiache einen 
sie nicht zerstiickenden Quersclihitt zu zidieu , so ist die Flhche 
nadi § 48, I mehrfadi zusammcnhiiugend. 

VIL Hieraus folgt: Eine einfach ziisammcnlitlngende Flache 
besitzt immer nur eine einzige Randcurve, d. li. ihre Begrenzung 
kann in einem ununterbiocheueu Ziige durchlaufen werdon, (Oder 
aber ihre Begrenzung bestoht nur aus einem einzigen Punkte.) — 
Wenn daher eine mehrfadi zusammenhhngcnde Fltidie durch Quer- 
schnitte in eine einfach zusammenhiingcnde FUlche verwanddt wor- 
den ist, wobei dann die Qiierschnitte zii der ursprUnglich vorhan- 
denen Begrenzung als neiie Begrenzungsstticke hinzugekomraen sind, 
so mUsaen sie sammt der iirsprUnglichen Begrenzung in einem un- 
unterbrooheuen Ziige durchlaufen werden kOnnen. Daboi bildet 
jeder Quersclmitt gleichzeitig die Begrenzung fUr jeden der auf 
beiden Seiten an ihn anstossenden Fladieutheilc. Wird also die 
gauze Begrenzung in positiver Richtung durchlaufen , so dass das 
begrenzte Gebiet stets zur Linken der Begrenzung liegt, so muss 
jeder Querschuitt zwei Mai und zwar in entgegengesetzten Kich- 
tungen durchlaufen werden. (Vgl. Fig. 25, 42, 43, 44 pag. 161.) 

VIII. ' Durch jeden Querschnitt wird die Anzahl dor vorhan- 
denen Randcurven entweder um eine vormehrt odcr um eine ver- 
mindert. 

Beweis. Nach den Erdrter ungen dos § 47 bildet ein Quer- 
schnitt immer zugleich zwci Begrenzmigsstlicke , indem er die auf 
beiden Seiten an ihn anstossenden FUlchontheile gleichzeitig be- 
grenzt. Es giebt nun nach § 47 drei Arten von Quersebnitteu *. 

1) Der Querschnitt vei'bindet zwei Punkte a und h der ntlm- 
1 idle 11 Randcurve. Diese wird dann durch die Puukte h in 
zwei Tlieile getlieilt , und es bildet der eine Thoil mit dem einen 
Rande des Querschnitts eine Randcurve, der andere Theil mit 
dem anderen Rande eine zweite, Aus einer Randcurve eiitstclicn 
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also zwei ,* cs tritt einc Vevmohning dor Raiidcnrvon uai eino 
cin. 

2) Der Querschnitt verbindet. zwoi Punktc, die auf vev- 
schiedenen Randcurvon Hegen. Dann voroinigt or dieso zii einer 
eiiizigen, indem seine beiden lUnder den Ziisamnionliang lioratellen. 
Aus zwei Randcurven entstelit also eino; os tritt eino Verrainde- 
rung der Randcurven um eine ein. 

3) Der Querschnitt beginnt in (dnem Randpunktc and ondigt 
in einem Piinkte seines friilieren Laufes. Dann bildot soin einer 
Rand rait der Randcurve, von der or ansgeht, zusammen eine ein- 
zige ge.schlossene Begrenzungslinie. Ausserdcm aber bildet der 
innere Rand seines geschlosscnen Theiles eine none Randcurve, so- 
dass eine Vcrraebrung der Randcurven urn eine ointritt- 

IX. Wenn eine geschlosscne Fltlche (die also nuv eincn Be- 
grenzungspnnkt bositzt) mehrfach znsarnmenhilngond i.st, jedoch 
durch eine endliche Anzahl von Quersclinitton in eino einfach zn- 
samraenhangende Flache vcrwandclt werden kann, so ist die An- 
zahl der dazu erforderlichen Querschnitte stets eine g or ado Zalil. 

Beweis. Die gegebone FUlche soi (( 7 -j-l)fach znsaminen- 
hangend, aodass q Querschnitte sio in eine einfach zusammen- 
hiingende verwandeln. Da die Flllche nrsprtlnglich nnr oinen ein- 
zigen Begrenzungspunkt bositzt, so ist die Anzahl ihrer Rand- 
curven gleich 1. Dies© Zahl wird durch jedon Querschnitt nach 
VIII entweder um Eins vergrdssert oder iim Eins verkloinert. Sei 
p die Anzahl der Querschnitte, welclio eine Vermelining, also y — p 
die Anzahl derjenigen, welchc eine Vevrainderung der Randcurven 
hervorbringen ; dann ist die Anzahl der Randcurven am Endo 
gleich 1 p — {q — p). Aber da dann die Fllicho einfach zu- 
samraenhangend ist, so besitzt sie wieder mir eino einzigo Rand- 
curve (VII), mithin hat man die Gleichung 

1 -}- p — r/ -j- p == 1, 

aus welch er 

q=2p 

folgt. Demnach ist q oinc gerade Zahl. 

§ 52 . 

Wenn man bei einer im Unendliclien gesclilossenon Flache 
die Anzahl ihrer Blatter, sowie ihre Verzweigungapiinkte kennt, so 
kann man die Ordnung ihres Zusammenhanges angeben. Wir 

*) Dies erlciclet keine Aendening, wenn die Pnnkte a und h zusamrnon- 
fallen. 
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maclien liiebei Gebrauch von der § 13 erwahnton Aiiffassungs- 
weise, nacli welcher man oinen Windungspunkt (m — l)ter Ord- 
niing betrachten kaun als entstanden durch das Zusammenfallen 
von m — 1 einfachen VerzAveigungspunktcn. 1st in diesem Sinne 
(j die Anzabl dei' einfaclien Verzweigungspunkte, n die Anzabl der 
Blatter und q die Anzalil der Querschnitte , vvek-Iie die Flache in 
cine einfacli zusammenbangende verwandeln, so kann man zwischen 
diesen drei Zahlen eine Beziebung finden.*) 

Es sei Aq dor in der gescblossenen Flache zii supponirende 
Begrenzungspunkt, Wir nebmen nun noch andere n — 1 Punkte 
Ai, A^, ... aus der Fliicbe heraus, und zwar aus jedem der 

tlbrigeii n — 1 Blatter einen ; am einfacbsten denken wir uns diese 
n Punkte gerade unter einander liegend. Da nun durch die Her- 
ausnahme jedes solcben Punktes die Ordiiung des Zusammenhanges 
um Eins steigt (§51, III), so wird diese Ordnung im Ganzen um 
n — 1 erboht. Nach Herausnabme der n — 1 Punkte A^ , A^ 

. . . An—i sind also q n — 1 Querschnitte zur Verwandlung in 
eine einfach zusammenbangende Flache erforderlich. In dieser 
Qq _|_ n) facb zusammenhangenden Flache ziehen wir nun Qiier- 
schnitte auf folgende Art. Aus jedem Punkte A ziehe man Linien 
nach alien den Verzweigungspunkten, die mit A in demselben Blatte 
liegen. Dann entsteben in der That Querschnitte, wenn man sich 
erinnert, dass man durch einen Verzweigungspunkt in alle die- 
jenigen Blatter gelangen kann, die in diesem Punkte mit einander 
verbunden sind. Liegen nun zwei Punkte A/^ und in zwei 
Blattern, die in einem einfachen Verzweiguugspunkte a zusammen- 
hangen, so biUlen A/^ a und aA/^ zusammen eine Linie, die von 
oinem Begrenzungspunkte A/, durch das Innere der Flache nach 
einem Begrenzungspunkte A/,, fiihrt, also einen Querschnitt. 1st da- 
gegeu a eiu Windungspunkt (m — l),ter Ordnung, in welchem die 
vt Blotter zusarnmenhangen, die etwa die Punkte A^, Ag . . . A,„ ent- 
halten , so ist nun wieder zunachst etwa A^ a Ag ein Querschnitt, 
sodann aber bilden die Linien nAg, 0 A 4 . . . aA,„ noch m — 2 andere 
Querschnitte , sodass man hier im Ganzen m — 1 Querschnitte er- 
halt, eben so viele, als einfache Verzweigungspunkte in a vereinigt 
sind. Wenn auf diese Art mit alien Verzweigungspunkten ver- 
fahren wird, so erhiilt man genau so viele Querschnitte , als ein- 
fache Verzweigungspunkte vorhanden sind, also g. Durch diese g 
Querschnitte zerfallt nun aber die Flache in n getrennte Theile, 
die fttr sich einfach zusammenhangend sind. Es werdeu namlich 
dadurch gewissermassen die n Blatter der Flache von einander 


*) Vergl. zu clemFolgenden: Boc/i, UeberFnnctionencomplexerGrbssen. 
■ ScliWinilch’s Zeitschr. f. Math. Bd. 10 pag. 177. 
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getrennt. Denn sind jiji Vk zwei in irgencl zwei Blattern tlber 
einander liegende Punkte, so kann man von ph nach Pk niclit an- 
ders gelaugen, a!s wenn Verzweigiingssclmitte uberschritten und 
Verzweigungapunkte umwunden werclen ; letzteres aber wird durcli 
die angebracbteu Querschnitte luimogUch gemacht. Je zwei solche 
Punkte ph und pk liegen also stets in getrcnnten Theilen. Eiiio 
Ausnabme davon maehen nur die .Punkte A selbst. Von irgend 
einem Punkte yl 'kann man durcb Ueberschreitung cines Verzwei- 
gungsschnittes allemal zu einem andercn Punkte A gelangen. Es 
werden also die n Blatter der Fkicho in der Art von einander gc- 
trennt, dass in jedem Blatte ein durcb zwei in dem Punkte A zu- 
sam'menstossende Querschnittstheile gebildeter Zipfel (oder auch 
mehrere solobe Zipfel) aus dem Blatte ausgeschieden wird, und 
dafiir ein entsprecheuder Zipfel eines anderen Blattes an dessen 
Steile tritt. Die Flache bestebt demnacb jetzt wirklicb aus n ge- 
trennten Theilen. Jeder dieser Theile ist aber iiocli fUr sicli zu- 
sammenbangendj denn da er im Unendlicben gescblossen ist, so 
bestebt seine Begrenzung lediglicb aus don in dem Punkte A zu- 
sanomenstossenden Querscbnittstbeilen. Ans domselbon Grunde ist 
auch jeder Theil ftir sicb einfach zusammonbilngend , da man bci 
jeder in ibm gezogenen gescblossenen Linie nur auf der cinen 
Seite an jene Begrenzung gelangen kann, jede geschlosseno Linie 
also eine vollstandige Begrenzung bildet. Die gegebeno Flacbe 
wird nun also nach Plerausnahnae der n — 1 Begrenzungspunkto 
Ai, Ag... durcb ff Qiierschnitte in n getrennto und ftir sicb 
einfacb zusammenbtlngende Tbeile zerlegt. Nun war aber dieso 
Fiache (y-|-»^)fach zusammenbangend, es sind also q n — 1 
Querschnitte erforderlich, um sie in eine einfach zusammenbilngende 
zu verwandeln. Soil diese nun nocb in n getreunte Theile zor- 
le-gt werden , so sind dazu noch weitere n — 1 Querschnitte er- 
forderlicb (§ 48, V) ; mithin geschieht diese Zerlegung durcb 
y-j- 2(n — 1) Querschnitte; dieselbe Zahl war vorhin gleich (j, 
also bat man nach dera Hauptsatze § 49 

g ~ q 2 (n — 1) Oder q ~ ff — 2(n — 1). 

Vergleichen wir hiemlt die hiebergehbrigen in § 46 ge- 
gebenen Beispiele, so ist in dem dritten n = 2, g ~ 2] dem- 
uach wird y = 0 , und es bestatigt sicb , dass diese Fla.che ein- 
fach zusammenhangend ist. In dem fttnften Beispiele war n = 2, 
fir = 4, also ist bier q ~ 2 , nnd die Flache dreifach zusammen- 
hangend. 

Aus dem gewonnenen Resultate lassen sich noch einige Folge- 
rungen ziehen. Da namlich in einer gescblossenen Flache q stets 
eine gerade Zahl ist (§ 61, IX), so muss auch g eine solche sein. 
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Eine im Unendlichen gesclilossene Flache besitzt daher stets eine 
gerado Anzahl einftxcliQi’ Verzweigungspimkte, Der einfachste Fall 
bei einer n-blattrigen Flaclic wire der, dass zwei Winduugspunkte 
(n — l)ter Ordnung vorhauden sind; imd wenn dies der Pall ist, 
so ist die Fliiche einfacli zusammenhaiigend. 

Eine weitere Folgerung, die sicb aus dem Vorigen ergiebt, ist 
die, dass eine Pliiclie, welche dazu dient, die Werthe einer alge- 
braischeu Function so zu vcrtlieilen, dass diese eine eindeutige 
Function des Ortes in der PHcbe wird (§ 12), stets cine endliclie 
Ordnung des Zusammenhanges besitzt, also durch eine endliclie 
Anzahl von Querschnitten in eine einfacli zusammenhangende Fladie 
verwandelt werden kann. Deun eine solche FMclie besitzt stets 
eine endliche Anzahl von Blattern und eine endliclie Anzahl von 
Verzweigungspunkten, es sind daher n und g endliche Zahlen, mit- 
hin ist aucli q eine endliche Zalil. 


§ 53. 

Aus dem Ergebnisse des vorigen § Idsst sich aiicli eine Be- 
ziehung ablciten, die bei einer nicht geschlossenen Fliiche statt- 
findet zwischen der Ordnung des Zusammenhanges, der Anzahl der 
einfachen Verzweigungspunkte und der Anzahl der Umldufe, welche 
die Begrenzung der Flache macht. 

Wir gehen von einer im Unendlichen geschlossenen Fladie 
aus. Diese sei ( 5 ^' l)fach zusammenhangend, g sei die Anzahl 
Hirer einfachen Verzweigungspunkte und n die ihrer Blatter. Dann 
hat man nach dem vorigen § 

<l = <j' — 2 {n — 1). 

Wir wollen nun den in der Flache zu supponirenden Be- 
greuzungspunkt in dem unendlich ferneii Punkte eines Blattes lie- 
gend aunehmen und zunachst voraussetzen , dass in keinem Blatte 
der unendlich feme Punkt ein Verzweigungspunkt sei. Scheidet 
man dann aus jedem Blatte ein Stuck aus, das den unendlich fer- 
nen Punkt, aber keiuen Verzweigungspunkt enthalt und daher von 
einer einfach in sich zurticklaufenden Curve begrenzt ist, so waohst 
die Ordnung der Fliiche fUr jede dieser ausgeschiedenon Stellen urn 
Bins, mit Ausnahme derjeiiigen, welche den supponirten Begren- 
zungspunkt enthiilt (§ 51, IV). Im Ganzen wird daher die Ord- 
nung des Zusammenhanges um n — 1 erhoht. Ist also die neue 
P'lache {q -j- 1 )fach zusammenhangend, so hat man .q = q' — 1 
und demnach i 

q = g —n 1. 
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Nacljdcm mm aber die unendlich fernen Punkte aiis dcr Fliiche 
ausgescliieden sind, kann man die Bliltter derselben, \velclie friiher 
als unendlich gi osse Kiigelflaclien zu betrachten waren , wieder in 
cler Ebene ausgebreitet denken. Jedes Blatt orsclieint dann von 
einer einfach in sicli zurlicklaufenden Kaudcurve begrenzt, wclche, 
wenn sie in der Richtung der wachsenden Wiiikel diirchlaiifen wird, 
einen positivon Umiauf macht. Bedeiitet also U die Anzalil der 
Umlaufe der Begrenzung, so ist JJ — n. Die Anzalil <] der in 
dor ncuen Flache entlialtenen einfachen Verzweigungspunkto ist der 
friiheren Zahl g gleich, da der Annalime nach kein Verzvveigiings- 
punkt ausgescliieden vvurde. Man erliklt daher aiis der vorigen 
Gleichiing 


q — y — D -j- 1. 

Dies ist die oben erwillinte Beziehuug, iind man kann nun zeigen, 
dass diese allgemein gilt nnd sicb nicht andert, welclien Modifica- 
tionen man aiicli die Flache nnterwerlen mag. 

Betrachten wir zunUchst den Fall, dass in der ursprtinglichen 
Flache in einem unendlich feruen Punkte m BUltter zusarnmen- 
hilngen, also m — 1 einfache Verzwoigungspunkte in ihm vereinigt 
sind. Dann betragt die Anzahl der ausgeschiedenen Flachentheilo 
nicht mehr n vvie vorhin, sondern da einer derselben von einer 
den Verzweigimgspunkt Mai umgebonden Linio begrenzt wird 
und daher die Stelle von m der frtlhercn elnniramt, nur noclv 
n — m-j-l. Unter diesen bringt derjenige wieder keine Er- 
hbhuug der Ordnung des Zusamraenhanges hervor, welchor den 
supponirten Begrenzungspunkt enthielt; die Ei'hdhiing der Ordnung 
betragt also n — oder ea ist y == </' -j- n — ?/i, d. i. 

<1 — 9 — 2 (ra — 1) -j- W — ni 
~ g — w-j-l — n-j-1. 


Bei der Ausbreitung der Blatter in die Ebene ist nun die Anzahl 
der Umlaufe U wieder gleich ?j, denn es andort sich nur das, dass 
die n Randcurven nicht mehr alle von einander getrenut verlaiilbn, 
sondern dass m unter ihnen zii einer einzigen vereinigt sind , die 
nun aber m Umlaufe macht. Dagegen sind jetzt mit den imend- 
lich fernen Punkten zugleich m — 1 einfache Verzweigiingspuukte 
aus der Flache ausgeschieden , also ist jetzt y == y' — la -|- 1. 
Setzt man dies ein, so erhalt man wieder wie oben 

q = g - 

Die nun in der Ebene ausgebreitete n-blattrige Flache raodi- 
fieiren wir jetzt daduroh, dass wir im Innern Stellen ausscheiden. 
Betrachten wir zuerst eine geschlosseno Linie , die einen Fladieu- 
thetl begrenzt , der keinen Verzweigimgspunkt enthalt, und denken 
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diescn Fliiclientheil aiisgescliicden. Dann waclist zuiuiclist um 
-{- 1 (§51, IV). Die neue Randcurve aber muss, weiin ilire Be- 
grenzLingsrichtiing die positive sein soil, in dor Richturig der ab- 
uelimendeu Winkel diirchlaufen werden. Verstelit man daher jetzt 
im Allgemeinen imter dor Anzabl der positiven Umlilufe 
die positive oder negative Zahl f/, welche entsteht, wenn man die 
Anzabl der Umlaufe in der Richtung der abnehmendeu Winkel sub- 
traliirt von der Anzabl der Umlaufe in der Richtung der wacbsen- 
den Winkel , so muss in dem vorliegenden Falle die Zahl U urn 
' - 1 vermehrt werden. Gleichzeitig ist </ um -}- 1 zu vermehren, 
also bleibt die obige Beziehung ungeandert. 

Besteht die Flache z. B. aus einem Blatte, so ist 0 = 0, 
wird sie ferner begrenzt von ciner ansseren Liuie und Ic kleineren 
Kreisen, die von der crsteren umschlossen werden, so macht bei 
positiver Bogreazuugsrichtiuig jene einen Umlauf in der Richtung 
der wachsenden Winkel, jeder der inneren Kreise einen Umlauf in 
entgegengesetzter Richtung; folglich ist 

U = I —h 

und man erhtllt 

(j = h • — 1 — |— 1 =' k ', 

die Anzabl der Queracbnitte ist.gleich der Anzahl der inneren 
Kreise. 

, Wird zweitens ein Flaohentheil aiisgeschieden, der einen Ver- 
zweigungspnnkt (m — l)ter Ordnung enthalt, dessen Begrenzungs- 
linie also m Uraliiiife macht, so wkchst wieder um -f- 1 (§ 51, IV), 
sodann U um — iu, gleichzeitig aber auch <j um — (m — 1), also 
<j — U um -)- 1 ; die obige Beziehung bleibt also wieder dieselbc. 

Die betracbtete Flilche bat nach den bishcr angebrachten 
Modificationen die Boschaffenbeit , dass die ilusseren Randcuvven 
alle im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte umgeben und dass 
im Innern Llickcn vorkommen, jedoch von der Art, dass jeder der 
ausgeschiedenen Flachentheile entweder keinen oder nur einen Ver- 
zweigungspunkt (beliebiger Ordnung) enthielt. Wir haben nun zu 
iintersuchen , ob die obige Beziehung eine andq^-e wird, wenn ent- 
weder die ausseren Randcurven nicht mehr alle endlichen Ver- 
zweigungspunkte umgeben, oder innere Randcurven die Begrenzun- 
gen von ausgeschiedenen Flachentheilen bilden, in denen mehr als 
ein Verzweigungspunkt enthalten war. Beides kommt darauf hin- 
aus , den Fall zu iintersuchen , dass von der Flache ein an einem 
(ausseren oder inneren) Rande . liegender Flachentheil abgetrennt 
wird, der einen Verzweigungspunkt (/u — l)ter Ordnung enthalt, 
und von dem man iinbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen 
kann, dass sich in ihm keine Lilcken befinden, Dabei erleidet nun 
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zunachst die Zahl keiiio Aendorung. Denii bd dem Austreten 
des Verzweigungspimktes aiis der Fliiche werden entweder Rand- 
ciu’ven, die fvilher in verscliiedencn Blilttern getreiiiit verliefen , in 
Zusammenbang geaetzt, odei- zusamtuenldlngendo Randcurven wer- 
den getrennt, oder eudlich die Art, wie die Randcurven iinter ein- 
ander zusammenliangen, wird nacli dem Austreten des Verzweigungs- 
piinktes eine andere als vorher. In alien diesen Fallen bleiben 
aber die Umlauf'e dcr Randcurven dieselben. Soli nun der or- 
walinte FUlchentheil abgetrennt werden, so muss dies, da er am 
Rande liegt, durcli Querschnitte geschelien ; und .darait er wirklicli 
einen getrennten Theil bildo, muss er in alien seinen m Blilttern 
durcli eine oder mehrere geschlosseno Linien vollsUindig bcgrenzt 
sein. Allein eine Linie, welche den Verzweigungspunkt umgiebt, 
kann sich erst dann schliessen, wenn sie alle w. BUltter durchlaufen 
hat, schliesst sie sich aber auf diese Woise, so begrenzt sie den 
Fiadientheil vollstiindig. Daher kann die Begrenzung desselben 
nicht anders als aus einer solclien gesclilossonon Linie bestehen. 
Demnach muss es mdglich sein, die AblOsung des in Rede stelien- 
den Flaohentheiles dadurch zii bewerkstelligen , dass man in der 
urspriinglicben FUlche m Querschnitte zieht , welcho sich mit don 
m dem abzuldsenden Fladienstticke angdidrigen Randtheilen zu einer 
einzigen geschlossenen Linie verbindou. Denn wenn dies nicht 
mdglich wilre, so wUre es aiich nicht mdglich, don in Redo stohen- 
den Flachentheil abznldsen , iind man kdnnto also auch nicht die 
Randcurven so abandern, dass ein Verzweigungspunkt aus der 
Flache heraustvitt. Da nun das abgeloste StUck von einer ein- 
zigen den Windungspunkt m Mai uragebenden Linie begrenzt ist, 
so ist es einfach zuBammenha.ngend (§46, Beisp. 2), und dieses 
einfach zusammenhangende Stack ist von der ursprtlnglichen Fladie 
duveh TO Querschnitte abgeldst. Mithin ist bei der tlbrigbleibenden 
Flkcbe die Ordnung des Zusammenhanges um to — 1 kleiner ge- 
worden (§51, V), oder ist um to — 1 zu vermindern; da aW 
wegen des aiisgescbiedenen Windungspunktes (to — l)ter Ordnung 
auch um TO — 1 zu vermindern ist, t/ dagogen ungeandert bleibt, 
. so andert die obige Beziehung sich nicht. 

Schliesslich b.etrachten wir nock den Fall , dass die Begren- 
zung der Plilche durch nicht zersttlckende Querschnitte abgekndert 
wird, Hiebei lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die Rich- 
tungsanderung, welche die Linien erfahren, und bemerkep, dass eine 
Linie dann einen positrven Umlauf macht , wenn sie im Ganzen 
eine Richtungstlnderung um 2 tv .erfahrt. Ist nun in der Flache 
ein nicht zerstOckender Qiierschnitt gezogen, so bildet dieser gleich- 
zeitig zwei Begrenzimgsstticke , die bei Einhaltung der poaitiven 
Begrenzungsriohtung. zwei Mai in entgegengesetztem Sinne zu durch- 
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laiifen sincl. Da wo der Qiiersclmitt in einen Begrenziingstheil cler 
Fliiche einmiindet, ei'fiiljrt die Begrcnznngsrichtung eiue pldtzliche 
Aendei'ung. Sei « der VViukel , um welclien sich die Richtung 
ilndert (Fig. 47). (Es kann allerdings aiich der Fall cintreten, 
dass der Quersolmitt oline plotzliche Rich- 
tiingsanderung in den Begrenzungstheil 
iibergeht; dieser Fall ordnet sich aber dem 
vorigen imter, indein dann a — 0 anzu- 
nelimen ist.) Beim Diirchlaufen des Be- 
grenzungsstiickes, welcliem der Qiiersclmitt 
als ein Theil angehdrt, kommt man nun 
aber, da der Qiiersclmitt zwei Mai durch- 
laufen werden raiias, noch einmal an die vorige Stclle zurtick, iiud 
zwar wird dann der Querachnitt in entgegengesetzter Richtung, der 
anstossende ursprtingliche Begrenzungstheil aber in der namlichen 
Richtung wie frllher diirchlaufen. Daraus folgt, dass die Begren- 
zungsrichtung jetzt eine pldtzliche Aenderung erfiihrt , die gleicli 
dem Winkel tc ~ a ist. Deranach verursacht der Endpunkt des 
Querschnittes im Ganzen eine Richtungsanderimg von tv. Dasselbe 
gilt von dem anderen Endpuiikte des Querschnittes. (Auch dann, 
wenn dieser in einem Piinkte seines frtiheren Laufes endet, iiidem 
dann uiir bei der vorigen Betrachtung der ' Qnerschnitt selbst 
AU ' die Stelle der urspriinglichen Begrenziingslinie tritt.) 
Demfrach bringt der Qnerschnitt an seinen Endpunkten eine Rich- 
tungsanderung um 2 3r hervor. Dagegen ftlllt die Richtungsande- 
rung, welche der Qnerschnitt wUhrend seines Laufes etwa erfahrt, 
ganz ausser Betracht, da diese bei dem zweiten in entgegengesetztem 
Sinne erfolgenden Diirchlaufen wieder aufgehoben wird. Sonach 
verraehrt jeder nicht zorstilckcnde Qnerschnitt die Zalil U der po- 
sitiven Umliuife um -j- 1 ; gleichzeitig wird durch ihn aber die 
Ordnung des Zusammenhanges um Eins vermindert (§51, I), also 
erftihrt q eine Vermehrung um — 1 ; mithin bleibt auch in diesem 
Falle die obrge Beziehung bestehen. ' 

Man sieht also, dass die Gleichung 

q = (j — U _|_ 1 

ganz allgemein fiir beliebige in der Ebene aiisgebreitete Flitohen 
gilt. Mit ihrer Htilfe kann man den Zusammenhang einer FUiche 
sofort angeben, sobald man ihre Begrenzung und ihre Verzwei- 
gungspunkte kennt. 

Wenn die FlSche einfach zusammenhangend ist , also g = 0, 
so giebt die vorige Gleichung 

U = <j -j— 1. 

Erinnert man sich zugleich, dass eine einfach zusammenhangende 
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Placbe imtuer nur eine Raiidcurve besifzt (8 51, VII) k(» i,.,f 
d.,, da. wh. far due,, .pecielle,, Full scho,. IjSs ™': 
unden; Be, e.ner ehifacll 2 1, sa ,n m on l,a „ ..„Li ^ 
-t die An.uhl der UmUnfe Begrt 

urn Eins grosser, a Is d i e A nza 1. 1 dcr in ihron Inn 
liegenden eiiifachen V orz woi g n ngsp u nk t o 
obigen Erdrterungen gilt diesor Satz tuch clam, nool,' weim 
einfach zusammenliangendo Fliielio d„rcl, Zielien von Qiiorsc^IiLtln 
uus emer racbrfacli zusammenhajigendon oiitstanden ist 


Zcimtcr Absclinitt. 

Vim dcii I’eriiiilifiliitsniuilulii.*) 


§ 54 . 

Es bedeute /(«) eine beliebige ulgcbraisclif^ irt, r 
Uenken w,r n„a uls das Gebiet de. Ve,a„de,'licltn - ^ 

bTbafiefe' FSe^rr“dle''K 

Die GnstetigLb;prktr IS XS I, 

»ei, wir werde.7uber seh? buM 

Unstetiglieitspunkteu nicht ans»esel I ° Kewisse A,'(en von 

so entslbenle xn.^ Dio 

eine endlicbe Ordnimg des Zusammenha^^ies und kZ' Z 
sie mebrfach zusammenh 9 ngend ist dnpob «• rT 
Querschnitten in eine einfaH, ynn ’ Z Anzahl von 

werden. Bonn dies ist df difr 

algebiaische ist, nach 8 52 iednnfoii iiegendo Function eino 

stetigkeitspunkt; def f!,^ BemXtn'ltrpLtT”\''^ '""i 

^rohscne Anaschliessung die Ordnnng derFllZ 1 fesX 

fidiaoMnngen" kann'mf in “ allsoraoinen 

des Logarithmus «nd der ExDonpnH«n^ Uiitei- 

Bdspiel© ddden sick in §. 57, ^^Penentialfanction clienen. Weitere 
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holit rS 53 IV). nun eiun alj>(;brfliscUe Function 
endliclie Anznhl von Unstetigkeitspmikten besitzt, so bleibt "die 
Onhuiuf? dos Zusamraenhangos aucli nacli Ausschhessung - 
Unstetig-keitspunkte cndlich. lat demgerakss die Pkiclie ^ melirfi^ch 
zusamraenhkngend, so verwandeln wir sie tlureh Quevsclnntte in eine 
oinfao.li 7 Aisamrnenhangendc, wolche mit T beze.cbnci werdon mjgo. 
Alsdann biklet iniievbalb T' jede geschlossenc Limo die vo lat.li- 
dige Begrenzung cine.s Flaclientlicils, in welclimn ./ (~) entllich utul 
atctig ist. Bildet man daher die Integral function 

= ^ / (z) ds, 

indem man von cinem belicbigen fcsten Aufangspunkto zo nus mugs 
eines beliebigon , ganz innevhalb T liegenden Weges b,s zu einem 
Punkto z intcgrirt, so raacbcn irgend zwci solcbe ep veroinig 
cine geschlossene Linie ans , die cinen Flllchenthed vol sUndig bo- 
grenzt, in welchem / (z) tibevall stelig ist, Mghf cHangt w 
auf alien solchen Wegon in z denselbcn ^^erth (§ 18). 
ist w eine Function dev oberen Grenzc z, die ninerlialb 7 ilbciall 

eindeutig bleibt.*') 

*) Das Obiffe erleidet keine Ansnahme, wenn zwei \^ege Kusammeii- 
etno geschto»=e»e Linie Mia™, wolchc sinl, .lurcl,- 

schnftidet. Denn mail kanii eiiio 
solche irainer in mohrore cinfacb p- 
schlossene, cl. b. einfach in aicli 
zni-iicklanfende Linien zerlegen. (Vgl. , 

Fig. 48.) Dies geschielit daclureb, / 

(lass man jedo-smal, wenn man, von 

oinoni beliebigen Piinkte z„ aus die ^ 

Linie dnrchl.anfend , an cinen- solion ^ ^ 

oinmnl ubei’sclirittonen Pnnkt (z. B. «) 

zuriickgelangt nnd also fine einfach V / \ 

geschlosseno Linie (z. B. ahcda) 

duvehlaufen hat, diese aiisscheidet ^1 

und den folgenden Weg (z. B. ae) -1 \ 

als die Fortsetzung des dem ansge- ' V / 

sehiedeuen Theile vorhergehenden 

Stiickes (zoo) betrachtet. "Wiederholt ^ 

man dies, so oft es voi'ltommt, so . 

bleibt als Rest zuletzt eine ebenfalls einf.acli ge.schlossene Lime ubrig, nnd 

die gegebene Linie wivd anf diese Art in mehreie einfaob gesclilossene 

Linien zevlegt. (In dev Figuv sind die anszuscheidenden Linien ahcda 

nnd efghe und die iibvigbleibende z^aeifhhdz^). Das obigo _ Integral 

ist niin, auf jede dev einfach geschlosaenen Linien erstreekt, gleich Null, 

und also anch in Bezug auf die gegebene Linie, da dieses Integral die 

Snmme dev vorhergehenden ist. Ist dann die gegebene Lime aiis zwei 

von Zq nach z fiihrenden Wegen entstanden, so hat das Integral auf bei- 

den denselben Werth (§ IS). 


_ A ^ w 
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Anders aber verhiilt es sich, weiin wir die Function xo in der 
Flache T betrachten, also den Integrationsweg auch die Quersclmitte 
iiberschreiten lassen. Um dies zu mitersuchen , wollen -wir zuerst 
den Fall in’s Auge fassen, dass kcin Querschnitt durcli einen spii- 
even, von ihm aasgebendeu, in Abschnitte getlieilt wird. Nim 
gelidrt jeder Querschnitt mit zur Begrenzung von T\ und zwar 
beide Seiten desselben, sodass diese zusammenhilngen und man eino 

geschlosseue , ganz im Innern von 
T' verlaufende Linie 1) ziehen kann, 
welclie von der einen Seite des 
Querschnittes aiif die andere Seito 
desselben fahrt. Sind dann und 
z.i (Pig. 49) zwei zu beiden Seiten 
cines Querschnittes einander unend- 
licb nahe liegcnde Punkte, so fragt 
es sich, ob 


Fig. 49. 





wenn man die Integrationswcge 
itnmer noch ganz in T' verlaufcn lilsst, in s, und glclcbe 
(cigentlich urn oino uncndlieh kleine Grusse verschiodene) odor 
verscliiedene Wcrtlie annimmt. Bezeiclmot man aber die Wertlie 
von V) in und resp. durch v>i und %, so ist 


S., j;, JSJJ 

^■2 = 'I / («) ^ / ( 2 ) + 

das erste Integral auf eiuem beliebigen in T' verlaufenden VVoge, 
das zweitc auf einer gesclilo'ssenen Curve 1> genommon , die inner- 
lialb T von nach z .2 fulirt, Es ist also 


I f{z) dz, 


Wg — % = 

Daher liaben und to^ gleiclie oder verscliiedene Werthe, je nacli- 
dem das auf die geschlosseue Linie h ausgedelmte Integral 

/ («) dz 

iN'uii ist , Oder einen von Null verschiedenen Werth A hat. Itn 
ersterOn Pall© bleibt w beini Ueberschreiten des Querschnittes 





f («) clz. 
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stetig, im letzteren Fallo clagegen springt w pldtzlich von tvi zii 
~ wi-\~ A tiber und ist daher iinstetig. Allein dieser Sprung 
ist an alien Stellen des nilmlichen Quersclinittes der gleiclie, da 
der Integral werth sicli iiiclit ilndcrt, wcnn man die geschlossene 
Lillie b so erweitert oder verengert, dass sie an zwei andereii eiii- 
aiider unendlich nalie liegeuden I^mikten und z ,2 ^u bciden Seiton 
des na,mlicben Quersclinittes anfilngt und endigt (§ 19). Dieso 
Grdsse A, welche also langs des ganzen Quersclinittes constant 
ist, luid iim welclie die Functionswertbe auf der oinen Seite des 
Quersebnittes greisser sind , als auf der anderen , nennt man den 
Periodicitiltsmodul, welcber diesein Qiierscbnitt augehbrt. 
Ganz dasselbe fiiidet nun bei jedem Quorsebnitte statt, da die bei- 
■ deii Seiten eines jeden zusammenbilngen, und also eine geschlossene 
Lillie von einem Puukto der cineii Seite zu einem unendlich nalicn 
auf der anderen Seite diircli das Inuere von 7'' gezogen werden 
kann. Jedem Quersobiiitt gehdrt also ein Periodicitiitsmodiil an, 
der fill' einen und denselben Qiierscbnitt constant bleibt (imnicr 
noch unfer der Voraussetzung, dass kein Qiierscbnitt durcb einen 
spateren in Absebnitte getbeilt wird). Denkt man sicb nun aber 
die Function w auch in 7\ also aiich tiber einen Quersohnitt hin- 
llber, s t e t i g fortgesetzt , so orlaugt sie auf dem den Qiierscbnitt 
tibbrsebreitenden Wege ZQ;^^bz^z^ in einen Wertb, der um den 
Periodioitatsmodul A 'grosser ist, als der Wertb, den sie auf dem 
Wege zqZi erreicht, welcber den Queraebnitt niclit itberschreitot. 
Denn im ersteren Falle ist der Wertb von w in s, als die stotige 
Fortsetziing von lOo zii betraebten, wiibrend auf dem zweiteii Wege 
deii Wertb ?«, orlangt, und 

~ j" A 

war. Es findet bier ein iUinlicher Vorgaiig statt, wie der, den wir 
Iriiber bei den Verzweiginigssolinittcn kennen gelornt baben (vgl. 
§ 13), imd so langc die Fldclie Tnur aus einem einzigen Blatte besteht, 
kann man auch wirklich jeden Querschnitt wie einen Verzweigungsscbnitt 
anselien, ilber den hiniiber die Flacbe sich in ein anderes Blatt fort- 
setzt, nur mtisste man sich dann unendlich viele Blatter unter ein- 
ander liegend den ken , da bei jedem neuen Ueberschreiten des 
Quersclinittes der Functionswertb w auf’s Neiie um A zunimrat, und 
der ursprllngliche Werth niemals wieder eintritt. Wenn die Flacbo 
. T selbst schon aus mehreren Blattern Ibestebt, wtlrde jene Vor- 
stellungsart zu complicirt werden und daher keinen reebten Nutzen 
gewabren. 

Das Zeichen von A andert sicb, wenn die geschlossene Curve 
I in entgegengesetzter Riebtung diircblaufen wird ; wir wollen aber 
den Periodicitatsmodul stets so annebmen, dass er gleicb ist dem 




Ataclnux. 5 ,„ 

t™g dw «el'6ende,f Wtak^Schlal *''■ R^'i- 

fe(.-n Anf,‘„“sp"„“'' ^ wt.|c!,c von , 

der Placho r to,’,;,;”;,”™ '’"«»" ^ ,■„„„,, n,l|“ 

^c milt Iiberscineiten, odor nber cinen otf,, ‘’"'7''’'"' 

£3:r«r r r 

7 ■I,*'?'* ™” "’ ‘'’ ® durch din t'l l*” '^wscliiedoiilieii 

scliinlle bewirkt wind, so konnen ’ sioh <’«• Qlior- 

Rol n„ 7'“'" <'*>■ P«odicimto.„od„l„ ‘ Wo«l,o 


Fig. 50. 


w in z, so 

+ "'« -f ^^2 ^^^2 + ^/3 /fa -f- 

iOin Beiftpiol mOgo 
dies erlilutoni. pig, rfo 
s elle eim 3facli ziiRommcn- 
laiigende Fladio vor, (Jio 
Q'loi'solinitto seicn ab unci 

^ ^Jesolbei) reap; /l, „nd 
, 7 ; e«»otmnen, dass dor 

joitc des Quei'seliniUos niif 
je andere liings eiiier go- 
Bc^ . ossenen Curve i,, dor 

W nivel gcsehcho. Bezeicli- 

. die Function ?« auf 

dnjch dass man den Wog 
dem BiicJistaben w i„ Klam- 



“ern hinzufttgt, so ist 

/ e^heli^Werans, dsss dio 
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„j = j / (s) dz 

eine Vieldentigkeit gfinz besonderer Art bcsitzt, nilralich dasa die 
verscliledenen Wertlie, weicbe sie fUr denselben Wertli von s an- 
nehmen kann, sicli mir urn Vielfache constanter GrSssen von ein- 
andcr nnterscheiden. Nimmt man nun die inverse Function, d. h. 
betrachtet man n als Function von to, so ist dicse eine periodische 
Function, da sie ungetlndert bleibt, wenn man das Argument w urn 
beliebige Vielfache der Periodicitatsmoduin vermehrt oder vermin- 
dert. Hierdurcb reclitfertigt sich auch der Name Periodicitatsmodul, 
da man der Spraclie dor Zahlenthcorie analog sagen kann, dass z 
flir solche Werthc von ?« gleiche Wertho erhalt, welche nach einem 
Periodicitatsmodul einander congruent sind , d. h. deren Differenz 
.gleicli einem Vielfachen des Periodicitatsmoduls ist. 

§ 55. 

Wir haben bisher angenommen, die Qucrschnitte seien so gc- 
zogen, dass keiner von ilinon durch einen spateren , von ihm aus- 
gehenden, in Abschnitte getheilt wird. Wenn nun dies aber dor 
Fall ist, z. B. so wie in Fig. 51, wo der eine Querschnitt ad 
durch den zweiten ce in 

die beiden Abschnitte ac Fij?. 5i, 

nnd cd getheilt wird, so 
kann es vorkomraen, dass 
der Periodicitatsmodul 
des cinen Theils ac von 
dcra des andern Theils 
cd verschieden ist. Denn 
Bi ist gleich dera Integral 
\f{z) dz auf die Linie 
bezogen, B^ gleich dem- 
selben Integrale auf ^2 aus- 
gedehnt. Haben nun diesc 
Integrale verschieden eWcr- 
the, so sind auch die Pe- 
riodicitatsmoduln B^ und 
B 2 verschiedene. Danii 
bleibt also dcr Periodicitats- 
modul nicht langs cines ganzcn Quersclinittes constant, sondern niir 
von einem Knoten des Schnittnetzes bis zum nadisten. Dem Quer- 

Durfiga, Pimct. eotnpl. Var. 8. And. 
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sclinitto ce gehort nun aucli oin Perioclicillltsmodnl IJ^ an, wir habfln 
daber dm Per.odicitHtsmodi.ln, trotzdem nnse.-o Flilcl.^ nur Zi 
Que.;scl.n.t 0 znr yorwandl..ng in cine cinfacl. zusammenbiinge,yde 
noting hat. Alleni m einom solchcn Fallo bestehen imraei? Be- 
ziebungen z>vischen den einzelnen Peidodicitiitsmoduln. In unserem 
Beisp.e e ist das Integral ausgodelint anf gleicl. der Sumrae dor 
Integi-ale auagedehnt anf ..nd fj, (§ 19), .md daher 

■®3 = -j- -^^2 ; 

wir liaben also in der That niir zwoi von einandor nnabliilngiffe 
d^'slnd Qiiorschnitto vorhal 

Um nun im Allgeraeinen zii zeigen , dass es immer nur so 
v.ele von emander nnabhangige Periodlcitiitsuiodnln giebt, als Oner 

facile Weiae gezogen werden kOnnen. Immer abcr giebt es eine 
Ar der Zei-schne.dung , bei welci.er kein Quei-schnitt durch einen 
spiteren in Abschnitte getheilt wii-d. Denn dies wird stcts erreiebt 
sobald jeder Querschnitt in einom Pimkto dor ursprllngliclicn Bc- 
gi'onzung beginnt und auch in einem solchen eiidet. IsUlie P^IUche 
gosch osson und daher nnr durch einen einzigon Pimkt beg cnz 
(§ 46), so braucht man nur jeden Querschnitt in diesom Bfa-roil 
znngspiinkfe beginnon und endigen zu lasson. ^ 

So. nun eine (n -f- l)fach zusammonhangonde Fltlchc ziiorst 
so dovch „ Q„e«cl.„itlc in eine einfach s,isam<nonhil,lc„de T/ 
scl.m ten wotdon dass dabei kein Qiiersolmilt durcli oinon andcren 
in Tl.ei o serlegt wde; dann baben wir bei dieso" L*hlT 
7“' Periodicitttsmcdnln als Qaorecliiliitc, 

Sn rJrd™ “ Art zer- 

j. ^2> m ^ n. 

eirge^\7or„e^nrbtb;eZ 

w ==» Wq -j- 

Denkt: man nun aber die Flaoho nnf aiV -j a j 

so kann d.eselbe, geschlossene Linie mehrero^QlLhiittr des^zt^^^^^ 



?o = Wq -|- /ij J3j -|- 7i2 -)- -}- hm B,n 


entlialten sein mtissen, wo die h positive oder negative gauze Zah- 
len (Null eingeschlossen) bedeuten. Demnacli ist 

\ Bi -|- Zf.2 -j- -j- 7<„, B„i . 

Liisst man umgekebrt die Variable » von sq eine geschlossene 
Linie dnrchlaufen, welcho nur einen Querschiiitt des zweiten Systemes 
tiberschreitot, filr welchen der Periodicitiitsmodul Bi sei, so ist der 
Endwerth der Function einmal 

i 

wird aber, wenn man auf die Uebersclireitiingen der Qnerschnitte 
des ersten Systemes Rllcksicht nimmt, auch in der Form 

Wo 9i A + 772 A Jn Ax 

euthalten sein, worin die g ebenfalls positive oder negative gauze 
Zahlen (oder Null) bedeuten. Hieraus folgt 

Bx = -j- -j- ' - ' • gn An . 

Wir erlialten demnacli zwischen den beiden Systemeii der Perio- 
dicitatsmodnln A uiid B folgende zwei Systeme von Gleichnngen: 

Ai = -j- -j- • • ■ • -j- /i„i B,n j 

A^ 'Bj B^ — j- • • • • -}- hju Bin f 


A„ = 7ij(”)Bi-|- 

und 

Bi == gi Ai — }- g^^' Ao — }- • • • -j- gn A/, 
B^ = 77 /' 9'i A ~h ' ■ ' "I” 77?/ All 





Da nun der Annahme nach m'^n ist, so kanu man aus II. die 
n Grbssen A eliminiren und erliSlt dadurch m — n Beziehiingon 
zwischen den Grbssen B. Da man aber diese Beziehiingen aiich 
dadurch erlialten kann, dass man die Werthe der A ans I. in II. 
substituirt, so mtissen sie homogene lineare Gleichungen mit ganz- 
zahligen Coefficienten sein. Demnach ergiebt sich; wenn frtihere 
Querschnitte durch spatere in Tbeile zerlegt werden, f(ir w,elche die 
Periodicitatsmoduln verschiedene Werthe haben, sodass im Ganzen 
m Periodicitatsmoduln existiren , wahrend nur n Querschnitte vor- 
handen sind, so bestehefi zwischen diesen m Periodicitatsmoduln 
m — n lineare homogene Bedingiingsgleichungen mit ganzzahligen 

13 * 
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Coefficienten , and nur n von ihnen, d. Ii. ebenso viele als Quor- 
schnitte existiren, sind von einandcr iinabhilngig. 

Man kann dasselbe auch ohno RecJjniing durcli eine einfaclie 
Betrachtmig einsehen. Nachdein ntimlich die Fblclie durch die 
Querschnitte einfach zusaramenliilngend geworden ist, kann ihre Be- 
ununterbrocliencn Ziige dnrchlaiifen werden 
o_l. Vll). Maclit man diesen Umlauf, so treten dabei die Quer- 
schmtte and deren Abschnitte in einer bestimmten Reihenfolge auf. 

^ eon nun bei jedem Querschnitte der Periodicitiltsmodul ftlr den- 
jenigen Abschnitt bekannt ist, an den man bei dera Umlaufe zuerat 
gelangt, so sind dann die Periodicitatsmoduln ftir die tlbrigen Ab- 
schnitte durch lineare Beziebilngen gegcben. Wir zeigen dies nur 
an einem Beispiele. In der durch Fig. 52 dargestellten 4facli zii- 
^ sammenhilngenden Flilche seien 

"''■'5 ciZ, ef drei Querschnitte, 

^ welche die Fiadie in eine ein- 

yP f fach zusammenliJlngendo verwan- 

/ deln. Die Buchstabcn j;, y, ?•, 

/ \ Werthe bedeuten, welche die 

I ^ 1 ^^ii’iction w in den entsprechen- 

I i W ~ p ? unendlich naho an den 

\ liegendon Punkten 

\ J Durchliluft man die 

\ ) ^ ^ / Querschnitte von 0 aus in dem 

\. Sinno aej'c...,, so seien nun 

th‘e PoriodicitJltsmoduIn bekannt 

fnr die drei StUcko as, ef, fc, 

und zvvar sei 

q p ^ s ~ r = , s — u= a; — w = ^ a: v/ = A3 ; 

gesucht sind die Periodicitiltsinodulu ftir die StOeke eb und /VZ, 
also ’ 

“ z — A'j — i, _ Yj. 

Um diese zu finden, bemerke man, dass da, wo zwei benachbarte 
Fnnctionswerthe nicht durch einen Quersohnitt von einandor getreunt 

I Btattfindet, ihr Unterschled also un- 

endlich Idem ist. Demnach kann man setzen 

t — r=0 s y — Q 

Damit wird nun 

^ ^ ^ ^ (s r) (s iij Bsaa An 


V — (x 


r) — (s — t/) 
v) — {x — y) 


wodurch und Ag durch Aj, Ag, Ag aiisgedrUckt sind. 
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§ 56. 

Wir liabon bislicr angenommcn, dass au3 dor s-FliiChe sammt- 
licbe Unstotigkeiispunkto durcli kleino UmlUilliingon ausgeschieden 
seien, sodass die Function / ( 2 ) in dcr entstehenden FUlcbe T end- 
lich blieb. Nun wollen wir aber zeigon, dass es in der That niclit 
notbwendig ist, alle auazuscliliessen, und untersucben , bei welchen 
dies nicht zu gescheben braucht. 

Der Periodicitatsmodul A ftir irgend einon Qiiersclinitt ist, wie 
§ 54- gezeigt wiirde, der Werth des Integrales J / (») dz ausgedebnt 
iiber eine geacblossene Liuie h ^ welcbo von der cinen Seito des 
Querscbnittes dureh das Innero der einfacb zusaramenliangenden 
Flkcbe T' auf die andere Seite desseiben Querscbnittes fllbrt. Nun 
kaun aber dieses Integral in vieien Fallen den Worth Null babon. 
Denken wir uns, dass die Linio h eine aus der g-Flkcho ausge- 
sohiedene Stelle iimgiebt, die eineii Unstetigkeitspunkt a (der nicht 
zugleicb Verzweigungspunkt ist) der Function f {z) entbielt. Als- 
dann bat das Integral ^/(s) dz nacb § 42,niir dann cinen von 
Null verscbiedenen Worth , wcnn in dcra Ausdrucke , welcber an- 
giebt, wie / (») unendlicb wird, das died 


vorhanden ist ; in alien dbrigen Fallen wird das Integral glcicb 
Null. Letzteres findet also z. B. statt, wenn / (s) in a unendlicb 
wird wie 


( 3 — ( 1)2 

Oder wie 

,.('0 1 ) 

^ I L 

(z— a)'* ~ (z — a)”+^ ~ ’ 

WO n eine von 1 verscbiedene positive gauze Zabl bedeutet. In 
einena solchen Falle bleibt nun die Function w beim Ueberscbreiten 
des Querscbnittes stetig, daber ist es nicht notbwendig, die Uu- 
stetigkeitsstelle auszuscbliesseu , und der Querscbuitt braucht gar 
nicht gezogen zu werden. Denkt man sich z, B. ein einfacb zu- 
sammenbangendes Sttick der z-Fliiche, in welcbem nur Unstetigkeits- 
punkte der in Rede stelienden Art entbalten sind , so erhillt das 
Integral \ / (z). dz aucb auf zwei Wegen, die einen solchen Unste- 
tigkeitspunkt einschliessen , denselben Werth, weil es, um den Un- 
stetigkeitspunkt berum genommcn, den Werth Null bat (§ 18). 
Innerhalb eines solchen Flachenstticks ist daber die Function 



ebenfalls eiiie eindeutige Function der obercn Grenzo, wic wenn das 
Flaclienstilck gar koine Unstetigkeitspunkte enthiclte. 

Dies ist die eine Art der Unstetigkeitspunkte , die niclit aiis- 
geaclilosaen zu vverden brauchen. Gelien wir zu Verzweiguugs- 
punkten liber, so erhiilt das Integral \ f (z) dz liings der ge- 
scblossenen Linie b den Werth Null , wenn diese einen Windungs- 
punkt (m — 1) ter Ordnung umgiebt, in welcliem / {z) von keiner 

bdlieren Ordnung unendlicli wird , als von der Ordnung — 

(§ 21), and Uberhaupt, wenn in dem Ausdruck, welclier angiebt, 
wie / (2) in dem Verzweigiingspunkte unendlicli wird , das Glied, 
das von der eraten Ordnung unondlich ist, fehlt (§ 42). In die- 
sem Falle brauclit also der Unstetigkoits - und Verzweigungspunkt 
ebenfalls nicht ausgeschlossen zu werden, und aucli bier fallt daun 
allemal ein Querschnitt fort. Aber da jetzt die s-Flkcbe aus meb- 
reren Blattern besteht, so kann sie auch ohne irgend welcbo Aus- 
scbliessungen mebrfach zusanamenhtlngend §ein. Soil dann der Pe- 
riodioitatsmodul eines Querschnittes einen von Null verscbiedenen 
Wertb habeu, so muss die gescblosseno Linie b mindestens zwei 
Verzweigungspunkte umgeben , da sie iramer eine Linie sein muss, 
die flir sicb allein noch nicht einen Fltlchentheil vollsttlndig be- 
grenzt. 

Eudlich kdnnen wir auch entscheiden , wann der unendlicli 
entfernte Punkt ausgeschlossen werden muss. Der Werth des In- 
tegrals J / 0) dz fUr eine den Punkt « = GC unogebende Linie 
richtet sich •(§ 43) nach der Beschaffeuheit, welche die Function 

22 f (z) 

fur 2 = QO hat, Dieser Punkt muss also ausgeschlossen werden, 
wenn 

lim [3 f (2)] endlich und von Null verschiedon 
« = oo 

ist, und Uberhaupt danu und nur dann, wenn in der Entwickelung 
von f (3) nach steigenden und fallenden Potenzen von z ein Glied 
von der Form 

£. 

vorhanden ist. 

Wenn nun ftir eine gegebene Function / (3) ans der 3 -Flkche 
alle diejenigen Punkte ausgeschlossen worden Bind , die nothwendig 
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ausgeschlossen werden mtissen, und nui* dieso, so ist inner halb 
der so ontstandenon Flacbo 7’ das Integral f /(s) da, 
bezogen auf oino geschlossene Linie, welche ftlr 
sicli allein einen Fliiclieutlieilvollstilndigbogrenzt, 
stets gloich Null. Dabei wird natUrlicli vorausgesetzt, dass 
die geschlossene Linie niobt durch einen Unstetigkeitspunkt oder 
Verzweigungspunkt bindurch ftibrt. 

§ 57. 

Es sollen nun zur Erliluterung der vorstebenden Betrachtungen 
einigo Beispiele vorgeftibrt werden. 

1. Der Logarithmus. 

Wir erinneru zuerst an die scbon § 22 und 23 behandelte 
Function log z, odor an die Intogralfimction 


JS 



1 


Hier ist/C^) — ~ einwertbig, die a-Flacbe bestebt daber aus einem 
Blatte. Ferner ist s = 0 ein Unstetigkeitspunkt , und in ihm ist 
lim zf(z) — lim !s . = 1. 

Dieser Punkt muss daher ausgescblossen werden. Ninomt man die 
s-Flache im Unendlichen gescblossen an, so muss aiicb der Punkt 
z = CC ausgeschlossen werden, well aucb 

flim zf(zy\ = 1 
s — QO 

ist. Durch Ausscbliessung dieser beiden Punkte wird die Flilche 
T zweifach zusammenbangend , und ein Querscbnitt , welcher die 
beiden die Punkte 0 und oo umgebenden Kreise verbindet, ver- 
wandelt sie in eine einfach 
zusammenhangende Flacbe 
(Fig. 32). Der Periodicitats- 
modul A ist gleicb dem 
Integral 

f dz 
] " ’ 

ausgedehnt auf eine den 
Nullpunkt in der Ricbtung 
der wacbsenden Winkel umgebende geschlossene Linie, er ist also 


Fig. 32. 
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A = 2 nL 

Eine solcLe Lhiie iimgiobt zuglcicli aucli deii Fuukt Go, uiid fUr 
diese erhait mau (§ 43) 


2 ni I lim - , * 


• - 2 n i, 


wenn die Integration in der positiven Bogroiizungericlitiing aus- 
geCtihi’t, also der Quersclinitt in der onigcgongusotztoii llichtung 
iiberschritten wird, wie vorhin. 


2. Dor Arcus Tangons. 


] ‘ -I- 


Hier iat 


ebenfalls eiinvertliig uud wird von dor eratoii Ordnung uuendlicli 
ftlr 3 == i mid - — — z, dagegou ist f'tlr ^ « co 

lim zf(z) = lim =: lim ' , <= 0. 

Man braiiclit duller nur die Punkto i und s = ^ diircli 

kleiiiQ Kreise auszuscliliesson und erluilt dann, wonn die -s-FlIlclie 
im Unendlicben gosclilosson aiigenommon wird, oiuo zwoifach zu- 
Fiff. 53 . Fmdio, wolclio sich durch einou die 

kleinen Kreiso um i und •— i vorbindenden Quor- 
sclmitt in eino einlach zusammcnhkngendo vorwandolt. 
w Der^Periodicitiltsmodul A ist das Integral 


ausgedelint auf eine den Punkt -j- i in dor Riclitung der 
wacbsendeu Wiiikel umgebeudo gosolilosscno Linio, und da- 
1 her, wie sebon § 20 ermittolfc wurde, 

A eaa ji;, 

. Dieselbe Einie kann aucli angeaebon werdon als eine, 
welche^den Punkt — i in der Riebtung der abnebmenden Winkel 
umgiebt iind befert dann denselben Periodicittltsaiodul. 
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Nimmt man die s-Fladie iiicht im Unendliclien gescblossen an, 
sondern begrenzt sie dnrcli eine gescblosseno Linio, die man dann 
ins Uiiendliclie sich ausdehnen lasst, so vvird die Flaclio T durcli 
Ausscliliessung dcr bciden Fiinkto -|- i uiid i zu einer dreifacli 
ziisatnmoHbangenden. Mavi muss also dann zwei Quersclinitte an- 
weuden, urn sie in eine oinfocb zusamraenbangcnde zu verwandeln. 
Da nun aber das Integral 

dz 

ausgedelmt auf eine gescblossene Linie entweder den Wertli -f* 
Q^er — TP Oder Null bat, je nacbdem die Linie den Piinkt i 
Oder — i Oder beide in der Ricbtung dcr wachscnclen Winkcl ura- 
giebt (§ 20), so liaben die auf die beiden Quersclinitte bezogenen 
Periodicittltsmoduln, jo nacb der Art, wie sie gezogen werden, ent- 
weder die Werthe 4- 7 r und — tt, oder der eine bat den Werth 
4- TT und der andere den Werth Null. Die Function = arc uj z 
andert sich daher bier aucb nur urn Vielfache von tv. 

Die inverse Function z = Ujio ist nun um die Grbsse it 
periodisch- Die Abbildung der im Unendliclien gescblossen an- 
genommenen a-Flilcbo auf der Flacbe der %o gescbieht bier in ganz 
ahnlicber Weise, wie es § 28 bci der Exponentialfunction, gezeigt 
worden ist; an die Stelle der die Punkte 0 und go einscliliessen- 
den Kreise treten bier nur diejenigen, welcbe die Punkte 4“ * bpd 
— i umgeben. Nimmt man den Querschnitt, welcber diese Kreise 
verbindet, langs der Ordi- 
natenaxe verlaufend an, so 
wird die zc-Flacbe in Stroifen 
getlicilt, welcbe von Gcvaden 
begrenzt wcrdcn, die mit der 
Ordinatenaxe parallel laufen 
und durcli die Punkte 0, + tt, 

+ 2^7 ih 3 n etc. Lindurcli- 
^hen. In jedem dieser Strei- 
fen nimmt die Function s 
== itjio ihre sammtlicben 
Werthe an, und zwar jeden 
nur einmal, well abgesehen 
von Vielfacben des Pcriodici- 
tUtsmodiils jedem Werthe von 3 
nur ein Werth von w entspricbt , da die s-FIacbe nur aus einem 
Blatte besteht. 

Wir wollen nun diese Function aucb in umgekehrter Weise 
betracbten, indem wir von der periodiscben Function aiisgehen, 


Fig. 54. 
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Bedeutet z = (p(tv) erne einwerthige einfach periodische Function 
mit dem Periodicitatsmodul A, d. b. cine einwertliige Function 
welche die Eigenschaft besitzt, dass ’ 

y) (w -j- A) = (p (w) 

ist, so lasst sicli die Ebene der so in Streifen theilen, dass die 
Function in jedem Streifen ihre sammtlichcn Werthe annimmt, und 
in je zwei in verschiedenen Streifen liegenden Punkten , deren 
Differenz gleich A oder gleich einem Vielfacben von A ist gleiche 
Werthe hat (Fig. 55). Ziebt man namlich eine beliebige, sicb 
selbst nicht scbneidende Linie B C, so bilden die Punkte tv -U A 
welche durch Addition von A aus den Punkten der Linie B C ent- 
, parallele Linie DE. Die Function cp hat also 

aut ^i; dieselben Werthe, wie auf BC. Dasselbe findet auf alien 
Linien statt, die mit den vorigen in gleicben Entfernungen parallel 
auten. Ist ferner w ein Pnnkt im Inneren des Streifens BCDE, 

Fig. 65 . liogt w -j- A im Inneren 

des anstossenden Streifens 
DEFQ, to -{- ,2 A im 
Inneren des nachstfolgen- 
den Streifens u. s. f. In 
diesen Punkten bat daher 
die Function wiederum 
gleiche Werthe. Da nun 
also je zwei Punkte w und 
to -j- n A, in denen die 
Function gleiche Werthe 
hat, in verschiedenen Strei- 

. , fen liegen, so muss sie in 

jedem Streifen ihre sammtlichen Werthe erhalten. 

_Wir wollen nun weiter annehmen, die Pnnction 

pZiV° Strife” nnr in einem endlichen 

Punkte W = r unendiich gross von der ersten Ordnung: dann 
kann man zejgen, dass sie in jedem Streifen anch nur oiumai Nnii 
w>rd and daher anoh jeden Worth nnr einmal annimmt. Zu iZ 
Ende mogen _mit s, s, s ... die Punkte bezeichnet werden, in 
innerhaib des betrachteten Streifens Nall wird; die 
uzahl dieser Pnnkte sei » und wir wollen annehmen, dass keiner 
n ihnen m Unendlicben hegt. Ziebt man nnn aus zwei Punkten 

ri„r„ r ■t” den Streifen begtenzenden 

Linien Gerade nach den Punkten w + .1 und «, + o + .t der 

mrt den Eckpunkten », w + c, w o + 4, w + .d, und wenn, wie 
angenommen wnrde, die Punkte /' -Tal le im Endbehen 




WiP.tJ 
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liegen, so kann man die Punkte »» und + c immer so wahlen, 
dass r, s, s' , . . innerbalb des Parallelogram ms liegen. Erstreckt 

man dann das Integral Jdlog(pO«) 
auf die Begrenzung dieses Paral- 
lelogramms, so erbillt man, da 
(p (tv) innerbalb deaselbon n Mai 
Null und einmal unendlicb gross 
wird, nach § 35 (21) 

^ d log (p (m>) = 2 Tri (n — 1). 

Dieses Integral zerlegt sich in vier Theilo, langs der vier Soiten 
des Parallelogramms. Man fcemerke aber, dass J d log (p (w) so 
lange von dem Integrationswege unabhangig ist , als dieser nicht 
eine der Linien rs, rs' etc. tibersohreitet, von denen jede die 
Punkte verbindet, in denen (p(w) unendlicb oder Null ist (§ 22). 
Nimmt man es nun langs der Geraden , die von to -j- ■d. nach lo 
flibrt, so erhalt es bier den Worth Null; denu zunkcbst wird cs 
gleich log (p (to) — log (to jd), allein da keine der Linien rs 
Qberschritten wird, so ist nicht bloss (p {w A) = cp (to), sondern 
ancb log fp (to —j— A) ==> log 93 (to). (Wltrde eine Linie r s tlber- 
schritton 'werden, so wOrde man haben : log (p (to -{- ^) === log (p (to) 
*4“ 2 JFti) Aus demselben Grunde ist auch das Integral Null, das 
siob auf die von to ~[- c nach to -j- c -|- A ftlhrende Gerade be- 
zieht. Langs der beiden den Streifen begrenzenden Linien von 
to bis to c, und von lo A bis to -)- c -j- A abor 
durcbiauft log <p (to) die namlichen Wertho, und da diese Linien 
im entgegengesetzten Sinne zu durcblaiifen sind , so bebeii die In- 
tegrale langs derselben sich auf. Dcmnach ist das langs der gan- 
zen Begrenzung des Parallelogramms zu nehmende Integral in der 
vorigen Gleichung gleich Null, woraus 

n = 1 

folgt. Die Function (p (to) wird daher in dem botracbteten Streifen 
nur einmal Null. Dann kann sie aber auch irgend einen belie- 
bigen Werth k in demselben Streifen nur einmal annebmen, denn 
bildet man die Function (p (to) ~ k, so ist diese ebenso periodisch 
wie 93 (to) und wird ebenso wie diese nur einmal unendlich fUr 
wj = r, also wird sie in demselben Streifen auch nur einmal Null, 
d. h. 93 (to) wird nur einmal gleich k. 

Nun kann man nach § 29 setzen 


93 (to) 


to 


^4- t/;(to), 


(36) 




204 


Abricbn. X. § 57 . 2. Der Arcus Tatigens. 



wo c eine gegebeue Constante, iind <// (lo) cine Function bedeutet 
die in dem zii betrachtenden Streifen nicbt mebr unendlich gross 
istj sondern iiur noch in den tibrigen Streifen. Daraus foigt 


= <p' (to) 


H- 


(to — }’) 


Da nun yj' (to) in dem Streifen ebenfalls endlich bleibt, so wird 
^ aiich nur fiir w~r unendlich gross, also nm- da, wo s un- 
endlich wird , und dies muss in gleieher VVeise von alien Streifen 
gelten. ^Wiihrend aber z von der ersten Ordniing unendlich gross 

dto zweiten Ordnung unendlich gross. Betrachtet 


man also — als eine Function von 


so ist sie nur ftir z 


und zwar von der zweiten Ordnung unendlich gross. Da ferner s 
m einem und demselben Streifen jcden Werth nur einmal annimmt 
so entspricht in einem und demselben Streifen jedem Werth von z 
nur ein Werth von to. Demnach ist to eine Function von z, welche 
zwar fUr jeden Werth von « unendlich vide Wei'the hat, die sich 
aber nur iiin Vielfache des Periodicitatsmoduls, also um constante 

Grdssen, von einander unterscheiden. Folglich ist -- eine ein- 
werthige Function von s, da die Constanten bei der Differentiation 
verschwmden. Die reciproke Function ~ muss daher ebenfalls 
eine einwerthige Function von . sein. Verbindet man dieses mit 
dem Vorhergehenden, so ergiebt sich, dass eine einwerthige 
Function von » ist, welche nur fur s = co und bier von der zwei- 
teu Oidnung unendlich gross ist. Folglich ist (nach § 31) ™ 

nach § 36 auch awe. Mai don Worth Null aDoehmen. Bezeiclinet 

Td r C r 

iiua mit 6 eine Constante, so ist ° 

und daher 


f dz 

J CCz~a) (2 — 6)' 


Sfen^uf Fnnotion, welche in jeden, 

eX OrlL P“nl“ «nenaiich gross voi dor 

brateh^fcl^rar ’ vorstohepden alge- 
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In diesom kOnncn die WcrlJie a und h niclifc oinarider gleioli 
sein, denn in diesem Falle wilrde die Function 


f 


(Iz 


nach § 56 eino einwerthigo Function der obcren Grcnzo scin, UJ)d 
dann kCnnto s niclit eino periodische Function scin. Dio (Jmistantc 
C lasst sich durch c ausdrtlcken ; denn ans (88) foigt 


lira 


(Iz 

(ha 


=cr CO 


und mit Benutzung dor Glciclumgen (86) und (87) 


lira 


(w 


r) 


Oder 


Hiermit 


lira 


+ y> («’)y 

■ C-|-(W~>’)2 i// (V>) 


(c -|- (m) — r) ^ 


i 


__ — c (h 
(z — «) (z — //)* 


Der PeriodicitJltsraodnl A ist gleicli dcm Wertlie dieses Inicgrals 
wenu es lungs einer gcsclilossenon Linie genommcn wird, die cut* 
weder den Punkt « odor don Pnnkt 5 umgiobt. Intogrirt man urn 
a m der Rjclitung der waclisenden Winkel, so foigt 


A 


i riira 

I (» — a)(a~6)J 


2 m’ c 


a 


bei der Integration um h wtlrdo raan don ontgegengosetKten Worth 
erbalteii. Giebt man dem Integral die untero Grenzo A, d li er* 
halt z in dem Punkte === 0 den Worth so hat raan, da far 

^ iiiid w == s resp, z == GO lin'd z — 0 ist 


00 


— cclz 


h 

J 


cdz 

(~— a){s~Tj* 


‘uii£y5las4fiMteas._., 
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3. Der Arcus Sinus, 


Hier besfeht die s-Fliiche ftir die Function 


au^^ei Blatfern. Wir haben die zwei Verzweignngspunkte 
I* 1 n ~ ^ ’ welche zugleicli Unstetigkcitspnnkte 

^nd. Da in ilinen aber / (2) nur'von der Ordnung ^ iinendlich 
wird, so brauchen diese Punkte niebt aiisgeschlossen zn werden 
dagegen muss dies mit 2 = go geschelien, weil ’ 


also cnd icb isf, und zwar muss in jedem Blatte der Punkt oc 
werden, da er kein Verzweigiingspunkt ist. Ans 

tr Mirti'l «"• Zusammenhang 

im n 'ir f “■■'D die beiden Blatter der a-Pladu 

m Uncndl.clicn gesclilossen atmimmt, oder ob man in jedem eini 

j,. gescLlossene Linie als Begren- 

' zung gezogen denkt, die man sicli 

dann ins Unendlicbe ausdehnen 
Jtlast. In Fig. 57 ist die letztere 
/ x\ t^arstellnngsart der leichteren Aus- 

// fahrbarkeit wegen gewahlt. Der 

/ / \\ Verzweigungsschnitt ist von — 1 

/ / \ \ ^ gelegt , und die ini 

} Lp — ^ zweiten Blatte verlaufenden Linien 

\ \ I I sind durch Punkte angedeutet. 

\ \^ i j Diese Flache T ist zweifach zu- 

\ \ // sammenhangend , und der Quer- 

y / schnitt muss, urn die Flache niebt 

zerstfleken, den Verzweignngs- 
schnitt Uberschreiten. Er ist durch 
7 . Dinie adc, von welcber der 

iheil <2c im zweiten Blatte verlauft, bezeichnet worden. Der Pe- 
riodicitatsrabdul ist das Integral 
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J 

Miisgodelint in der Richtnnf? der waclifiendcn Winkel auf cine go- 
scliloasene Linie, wclclie die boiden Piinkto — 1 und -|- 1, aci 
es im ersten oder im zvveiton Blatte, nmgiobt. Nimmt man an, 
dass in den Pnnkten, wolclio im ersten Blatte in nnmittelbflror 
Nalio des von — 1 nacli -|- 1 fillircnden Verzwcigungssehnittc's 
auf der linken Seite liegen, der Quadratwurzcl das positive Vor- 
zeichen beigelegt werde, nnd Iksst man die gcsclilosseno Linie im 
ersten Blatte verlaufen , so kann sio bis zu dem Vcrzwcigungs- 
schnitt verengert werdon, nnd dann wird 


-1 H-j 

=j7rb - 


+ 1 


dz 


7 ? 




K' 


Wir haben § 43 gosclien, dass man den Worth dieses Integrals 
dadurch bestimmen kann, dass man die gesehlosseno Linie als oino 
den Punkt co iimgebcnde bctrachtot, und crhlilt danacli 

A == 2 TT. 

Far eine im zweiten Blatte verlaufende Linie wfJrde sich obonso 
-j- 2 ^ ergeben haben ; und in der That aberschreitet eino im 
zweiten Blatte in der Riclitung der wachsenden Winkel urn — 1 
und -{- 1 heriimgehende Linie den Quorschnitt in entgegengosetztor 
Riclitung, wie eine ebensolchc Linie im ersten Blatte, Dahor iafc 
die inverse Function sin to des vorliegenden Integrals nm 2 u- 
periodiscli. 

Um die Abbildungsart dor s-Flacho auf der ?/;-Flache zu fni- 
den, lassen wir z die ganzo Begrenzung dor FHlcho 7^' in positiver 
Riclitung durchlaufen, von a beginiiond, 
wo w den Worth habe. Wird die 
im ersten Blatte befindliche aussere Be- 
grenzung von der Variablen 2 durch- 
laufen, so gelit to von Wa bis toa — 2 jv 
auf einer Curve, deren Gestalt von der 
Gestalt der Begrenzungseurve in 2 ab- 
hfingt (Fig. 58). Jetzt geht z auf der 
linken Seite der Querschnittsrichtung a c 
von a nach c , und to von, to„ — 2 tt 
bis zu einem Werthe, der mit Wg be- 
zeiclinet werden mcige. Wiederum kann 
die Curve, auf der dies geschieht, jo 
nach der Gestalt des Querschnitts ac 
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vei'schieden sein. Ferner durchlaiift s von c ans die jiiissere Be- 
grenzung des zweiten Blattes ; .dann geht von w, nacli 7/v - 1 - 27r 
wo die _Uebergangsciu*ve auch erst dnrch die aussore Beffr^zun ’ 
des zweiten Blattes der z-FJache bestimmt wird ; endlicli sebliesst 

richtung ca zutn Ausgangspunkte zurfickkebrt; dann geht auch 
von to 4- 2 7r nach 2urack; die Curve, aiif welcher dies ge- 
schieht, muss dem Wege (to„ _ 2;r, to,) parallel sein, well difse 
beiden Linien den beiden Seiten des Querschnitts entspi-eclien und 
to m je zwei unendlich nahen Punkten der beiden Seiten iim 2 
verschiedene Werthe hat. Dehnt man jetzt die ausseren Begren- 
zungen der Flache T ma Unendliche aus, so riicken auch die^Cur- 
ven (?o«, to„ — 2 7r) und (to,, to, -j- 2 tt) ins Unendliche, und c 
Oder sin to nimmt seme siimmtlichen Werthe innerlialb eines Strei- 
fens an, der von den parallelen Curven AB und Cl) begrenzt 
wird. In emem solchen nimmt aber 2 jeden Werth zwei mIi an 
denn da die 2-Flache ans zwei Blattern besteht, so gehbren ab- 
g^sehen von dem Periodicitfifsmodul , jedem Werthe von s zwei 
Werthe von to an, und daber erhtllt . oder sin to in zwei vTr 
senedenen Punkten to denselben Werth. Nimmt man den Oner- 

seiten desselben z = z„ setzen ist (wo 31 reeli), so cihalt man 


to 


J + !!’ 


W imd to' stehen 
FIS'. .59. 


Stain” 2!!" 

f IS id rx„r" 

(Jm nun zu bestimmen , in welcher Bcziellnng zwei Pnnkte 
d » slelien, welchen in demselben Streifen lleiche Wo, ■the 
von^ 12 entsprechen, lassen wir die letztere 
Variable zuerst vom Punkte 0 im ersten 
Blatte zu dem luimittelbar daruntcr liegen- 
dcn. 0 im zweiten Blatte Obergehen, obne 
den Qiiersclinitt zu tiberschreiten. D.ies 
^nn geschehen (Fig. 59 ), indem man 
angs des Vevzweigimgssclinittes urn + I 
lerum zunilcJist auf die andere Seite des- 
selben, und dann iiber ilm binUber ins 

erhaltmnn in 0' far » ITmT 





/rZ- 


o'// 

-/ 

■ 5 ^ 


tJ Of? 




Absclin. X, § f)7. * 1 . fMe clliptisclio Integral. 


Domnach entspriclit dem im zweiton Blatto li«g( 3 iideii Pimkto « 0' 
cler I un it n> = yr. Qelit man nun im ersten ;:-BIaffo von 0 nacli 

o’' Ilf ' " von 

7/r-^ ^ woi in diosom Tl.oilo die Qnadratwursiol 

]/i — s-i das negative Vorzoiclion hat, so -wird 


walirend 




war 5 folglich ist 

'fO easa; 

Oder die Summe der boideii Wertlio von w fflr wnlelm ^ 

constant gleich dem Imlbon Pe- 
riodjcitatsmodul, abgesehen von Vielfaohon cles lotztoron. 

4. Das elliptisohe Integral. 




J y (I ' 

0 

iinf .besteht die s-Pladie ebonfalis aus zwel Slattern nnd 
l«t^a,e vier^ Unsfeligkeite- und TerawelgmigspuBkto + 1, 

+ f — T- Keiner von dfesen brauoht ausgosolilossen zu wet- 

ausgeschlossen zu werden, da bier braucht nioht 

lim z/(z) =! lim 1 


^(i — ( 1 —k^z^j 


7 ¥-~» 


dt. ''Z'htordllil!™' »”»eo»chl« 8 no„ ZU won- 

iJies jungt damit zusammen, dass, wio wir Hehmi q .ir 

Mhen das vorliogendo Integral fUr jedon Wertl. von a endlith 

Durfego, I'lmot, oompl. Var. H, Aufl. 
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bleibt, und d<aber niir durch Hinzuftlgung eines uiiendlidi grossen 
Vielfachen eines Periodicitatsmoduls uneudlich werclen kann. Noh- 
men wir die x-FlS-che im Unendlichen geschlosseii an, so liaben 
wir es . also hier mit einer gar nicbt (oder nur durch einen be- 
liebigen Piinkt) begrenzten FlUcbo zii tbun, die aber mebrfacb zu- 
sammenhS,ngend ist. Bei einer solchen lassen wir nacb § 47 den 
ersten Querscbnitt eine in sich ziirilckJaufende Linie sein. Denken 
wir uns einerseits die Pnnkte — 1 und -f- 1 , andorersoits die 

Pnnkte -I — durch Verzweigungsscbnitte verbunden **), 

so nehnien wir zum ersten Qiiei'schnitt eine Linie , wolche die 
beiden Pnnkte — 1 und -f- 1 im oberon Blatto umgiebt (Pig. 60). 
Eine solcbe zerstiickt die PJaclio nicbt, da man von dor einen 
Seite derselben zur anderon gelangen kann. Die Art, wio dies go- 
schieht (vgl. § 46. 6), giebt uns zugleicb an, wie dor zwoite 

Fig. GO. 





Querscbnitt zu legen ist, namlich indem man von einem Pnnkte 
a des ersten Qiierschnitts eine Linie zieht, welcbe den Verzwoi- 
gungsschnitt ( — 1, 4- 1) ttberschreitet, dadurcb in das zweite 
Blatt gelangt, dann Uber den anderen Verzweigungsschnitt biutlber 
wieder in das erste Blatt ziirilckkehrt, und so im Ansgangspunkte, 
aber auf der anderen Seite des Qiierschnitts (in «'") ondigt. Jetzt 
bilden diese beiden Linien zusammen einen ununterbroohenen Zug, 
bei welchem jeder der beiden Quersclinitte zwoi Mai in entgegon- 
gesetzter Richtung dorehlaufen wird. Die Pfeile deuten an, wie 
dies in positiver Richtung gescbieht. In dieser Fliicbe T' bildet 
n.n jede geschlossene Linie fUr sicli die 7ollstilndige Begrenzung 
eines Flachentheils, and daher ist die FlS^che einfacU zusammen- 

*) In Fig. 60 ist gleioli' aiigenotaraen worden, dass h reell imd kloinor 
■ • ■ ■ ■ ■ ■ ’ 1 '1 
als ?ins sei ; dann geht der von -jr "'ir fuhreocle VerKweigimgs* 

Sdhnitt durch » bindureb. Wii’.werdeu abet anifangs k als eine ganz beliebigo 
Grosse.betraebtemnjd erst naehhet ant dies Ann abtne zuriickkotnmen, dass k 
reelLurid Meiner aU iBHna sei. 




Ab««l.. X, S SI. »»= '"tog'*'- 2 1 1 

T TOiril von doEi boicl^n Soiten 

Mogond. Dio Bogrenzung _ Flaolio war also aroi- 

aor Quorscliaiito gebuaot. Dio ursprunguou 

fach zusammonbangcttd. Ouerscbuitt </< ist I»” 

D« " g aer waolieeudoa Winkol aiisgodehat 

tegral S dw, m dm ^ dor oiuon Seite dieses 

aiif eine gescblossone . ^.ggoibon fUhvt, also z. B. Itoga 

Quersohnittes auf die ^ werden, bis sio zusammenBlUt mit 

q., Diese Lime kauii voiongort wor , ^ i 

1 T • « « vnn deuen die eino im ersteu Blatlo von ^ 
zwei geraden Linien, von acuei ^ 

, , ..ad die andero im zwoiton Matte VOB 1 Bad. fdbrt. 

Bach 1 . and di QBadratwnrzel 

Nehmon wit wordo, uod sotzt man dor Kllrae 

das Vorzmcben + zngaiioni 

wegen (i - kH^) «= A (-, 

so folgt 


f d. _( d= J' 

''i“Ja(j,>) Ja(=,« 3 

1 ^ 

T . 


dz 

A C"* k) 


Ba^tyodldtomodut ^ Mr ta 

voroBgort wordoB 

nnd glebt daiin wio dort 



.^1 

- f 

T " = 

n* 

— 2^ 

/1 2 ■— 

\ A(s, k) 

\ A(~,A,0 



(h 

A («, k) 


Oder auch, wie man leiebt tlborsiebt, 

■ 1 

/Ig «x=a — • 4 ^ 


dz 

'M^iW 


M 

Daa clliptiBoho lotogral 'iOTorsor^^te sogpnaoBte 

X“t“ F ““ ““ 

;t ifte S.toBTSc“w.d.BOBaeB WiBkd BBd ««ldch iB dor 
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positiven Begrenzungsrichtung, also im Innern der Linio (jx wieder 
nach a zurtick (in Fig. 60 von a nacli a), so wtlcbst w von w 
bis w Diesel- Uebergang geschiebt auf oiner Curve, deren 

Gestalt von der belieblg zu walilenden Gestalt der Liiiie f/i ab- 
hangt (Pig. 61 ); geht nun weiter liings der Linio (/a in don- 
selben Richtungen wiederum nach a (also von a nacb ft"), so 
wacbst 10 von w bis ^o -j- /J.2 -j- Ay , ebenfalls auf einor 

Linie, die sicb mit der Gestalt von tlndert. Diircbliluft daiin s 

von ft aus die Linie q^ immer nocb in dor positiven Begrenzunga- 
ricbtiing, aber jetzt in der Riebtung dor abnebmenden Winkel (also 
von .ft" nacb a'"), so gebt w von -|- A^ + A, bis w A,, da 
es um A^ abninamt. Die Curve, auf woleber dieser Uebergang von 
W geschiebt, muss der Curve (w, w -(- A^) parallel sein, well in jo 
zwei zu beiden Seiten der Linie </, liegenden uiiendlicb iiabon 
Pimkten die beiden Wertbe von w um die Grdsse Ai versciiioden 
sind, uud daher den beiden Seiten dieses Ciuersebnittos in w zwei 

versebiedene aber parallole Linien 
entspreeben. Gebt eudlich z von 
lungs des Qiierscbnittes q^ 
TV 1 2^/ yvi-z^jr^ ^ nacb a, so gebt w von w -f- A^ 

nacb xo auf einer Linie, die aus 
denselbcn GrUnden wie vorhin 
del Jjiuie (?o “j~ jdg J I/) •— j— ./Ij “j— .^ 2 ) 
parallel sein muss. Den bei- 
den Seiten des Quersebnittes q^ 
entspreeben also die Parallelon 
{y,. w _|_ imd {w + Ai, w + -f /(a), uud don beiden Sei- 
ten des Quersebnittes q^ die Paralloleu (xo, 10 -j- A{) und (xo -[-..da, 
w -|- -j- A)- Nun entspreeben sammtlioben Punbten » auf der 

ganzen unendlichen - 2-Piacbe nur solcbe Punkte w , welcbe inner- 
halb *) des kriunmlinig begrenzten Parallologramms liegen , denn 
dureb jeden beliebigen Pnnkt dor s-Flacbe kann man eine Linie 
legen, welche von der eineq Seite von q^ nacb der anderen Seite 
von q^ obne einen Querschnitt zu tlberscbreiten ; daher ftthrt 
die entsprechende Linie m von der Linie (?o, w — [- A^ dureb das 
Innere des Parallelogramms nach der Linie (xo -j- /Ji, xo 
Demnach nimmt z oder sin am xo seine stomtlichen Wertbe in 
diesem Parallelogramm an, und zwar jeden Wertb zwei Mai, weil 
die a-Placbe aus zwei Blattern bestebt. 

An dieses Parallelogramm sebliessen sicb nun an alien Seiten 
andere^ ParaJlelogramme an. Denn lUsst man 2. B. A von a bis 
naOhL ft gehen , so ist xo nacb xo gegangen. Lasst man 

*) Innerkalb^ weil xo fuc aUe Wetthe von » endlicli bleibt. 
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nun aber «> Clbor tlcn Qiiurselinitt </x liiuOboi* sioli s to tig fort- 
aolzeu, BO gcbt jotzt nilt detn Wcrtho «« -j- --/i aus a au8j an 
dio Seito (^o + '/u -h + ae.lilicsst slob dab or oin iieues 
Parallolognunra an, in doBsou Eckon m dio Wortho 

it) -j“ *4" •‘^1 “t“ “{“ ^''^1 “1“ ^^25 "4* ^ 

lint. Kbaiso ist os an den Ubrigen di’ci Soitoii. Auf dieso Woise 
wil’d dio ganzo Ebcno dor durcli zwoi Scbaarcn pavallolor 
Linien in Parallologramnio goUicilt. Nimmt man an , dass k 
roell und kloiner ala 1 iat, so liogon dio vior Piinkto -j- 1, — i, 

p Ilauptaxo ; vorongort man nun dio boidon 

Quefscbnitto so, dass slo zii Ixddon Bcitcn dor llauplaxo veilaiifon, 
so woi’doii dio Pai'allollhiien dorado, wolclio rcsp. dor a?* und y-Axo 
parallel laufon. Diuin in dioHom Fallc ist 

j . 

] (I 


reell; man pllogt dou Wovtli dieses Integrals nach JncoU uiit A' zii 
bozoiobndn ; das anduro lulogrul 


Yo 


dz 




dagogon ist roin iraaginEr. Sotzt roau^ ]/ 1 
formirt das Integral duroh dio Substitution 


/.;3 es= /j' und trans- 


k 


so erhalt man 


I 

s 


Y(^ 


dz' 


l&'sara)' 


was aualoK ralt — I K' boaoiduiot wW. Demnaoh Bind dio Perlo- 
dicilfitaraoduln, abgesobou vom Zoloben, 

4 if und 2 iK'. 

Man kann tiucb bier wleder bestlmmen, in welcber Bossiehung 
10 zwei Wortbe von w steUen, welcbe demsolben Wortbe von s, 
a. b. zwoi uumittolbar unter einandor .Uopndon 
;s"Fiacbe ontspi’ocben. Oom Wertlie » ==» 0 im erston Blatto ont- 
sprioht 10 «« 0 . Uin nun zu 0 ' ira zwoiten Blatt zu komroon, kaun 
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man sich den Querscbnitt so erweitert denken, dass or ausser 
den Punkten 1 und aucli noch den Nullpimkt umgiebt, Dann 

kann man innerhalb T' von 0 aus langs des Verzweiguiigsscljnittes 
urn -)- 1 herum auf die andere Seite, imd dann liber den Verzwei- 
gungsschnitt hiniiber nach 0' kommen (vgl. S. 208), und dann 
erhalt w in O' den Werth 


A (2, k) 


lat also gleich der Haifte des einen Periodicitatsmoduls. Geht man 
niin waiter von 0' nach z\ wo z mimittelbar unter z im zweiten 
Blatt liege, so ist, wenn der Werth von lo in z mit w' bezeichnet 
wird, 


clz 

A(.z,k) ’ 


wahrend 


war, und man erhalt 


dz 

A (2, k) 


Niramt man das Integral J dio Illngs einer geschlossonen Linie, 
welche alle vier Verzweignngspimkte umgiebt, so verlauft eine solche 

Dig. 60. 


g^z W ^rsten Blatte und bildet dahef fOr sick allein eine voll 
todige Begi-enzung. Demnach hat dies Integral den Wertb Null 

weloher die viei 

zweigungspunkte Iibgen, so zerlegt sich das Integral in folgende 
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Tbeile (die Linio myge in der Rlcbtang der abnebmenden Winkel 
duroblaufen werdou) ; 

1) Von — 1 bis +1 ; 2) von +1 bis+x:? +1 

6) von+lbis — 1; 5)von+x bis + 1 ; 4)von~»]. diivchcobis+i. 

Dabei ist ' die Quadratwurzol in 6) imd 4) negativ zu nelimon, weil 
bei diesoti dor Integrationswog auf dor rccbtcn Soito dor verzwoi- 

gungsscbnitte ( — Ij + 1) uud (+ -^ > 

llbi’igen positiv* Domiinoli bebou sicb 2) mid 5) auf, und 1) imd 
8) werdon verdoppelt. Da fenior 


dz 

A (2, k) 


3) sBsa 2 I A k) 


ist, so orbftU man 


A (Si, A') 


00 

f •'= 

3 ^{z,k) 


und daher 


ft 

HierauB folgt auch der Worth dos Integrals zwiscbcn don GroUj^^n 0 
und oo , donn da diosos sicb in dio Thcilo 0 • • • 1, 1 • < • j • • oo 
zerlegt, so orhtllt man 

CO 

f * K — iK' - f.- — — iK'. 


a“(s,1T 


odw da man diesem Wertbo den PeriodloitUtsmodul 2 i/i(' binzm 
fUgen kann, auch 


A(«, k) 


«saa iK'. 


looBtlialb dea Pavallelogramms mil den Boken 0, 4 if, 

imd 2iK' wird also « tmeudlicli far w = >K and » .= 2K + »K 
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Wir woIJeii aueh hiei- mnl. /v 

der doppelt period isclieii Fiinctioi) iinTT^ J^oziolniug zwisdiea 

-i. Da.™ J:J .. = '/ W 

Giten 4 „„d ^ da,.steV vo,.at)S^ dio con,,dexo„ 

haben sie gleicbe HicJitimg, go mnssni liabou. Deim 

em reelles VerhaKuiss bcJitzen n 2. 3 

Oder irrational sein. 1 st ee ration-il oiitvvedor rational 

--bel nnd daher VieZ,^^ ct" i.rd!”',;'' 

I^anii also set2en ^ deisclben Grosso Z?. 

wo m und n zwei y 1 1 . " ^ 

™ «i-ander si„d, .™d hat tnn ''''“ l’''™zahlou 

Da 63 min in'dili.TFllir '■‘ ^'° + “ '*•>■ 

TOlehe S'-UKO Zahlen » „„d * 

Md da aassa-dom ~ 

ist, so ist auch ^ + wait . ajiJ) b=: y, 

nnd dahw ist die Fi.nrf^” 5" W. 

aicht doppolt periodisch. '*R«h l*’allo oinfaeJi > 

=tets : 

“eine,. als e/se „ooh so ktt t ' 

““Oh »"genommeae Grhsso wM.*) Da 

*) Setzt man ^ „ 

-■ E„.„.6ka, .„J. a^nttwcnh^T™ 

rad heaeiol.net ndt ii ™" » elno.i Koltenb.’«oh 

6rtehe deeselhen, so « bekanmUeb 

/« X ” "“«h 

Qnd dahei* * 


(■7 ~ C«)} < -L, 


Da abet die ifenne^ dor Mhe *' ' 
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(f\ (to *>1“ Wi.lj “1“ tt/lg) SS5 CjP (jdJ 

ist, BO bohlilt jeizt die Function cp (w) bei belicbig kloinen Aende» 
I'uiigeii dor Vnriablon deiiBelbou Wertli und ist dahor cine Constante. 
Domuadi muss be! einor doppelt pcHodlacbon Function das Ver- 
liilltniss dor boidon FeriodicitMtsraoduln imaginilr sein, also mUssen 
die Goradem /Ij und .1^ ven'sehiedono Eiclituug habon. Dawn aber 
kaiin man die Ebono dor w durch sswei Schanren parallolor Linien 
in P.ai'alloiogramnie llmilen, sodfiss </’ («0 «uf jo zwoi Parallolen 
dioBolbon VVoi'tlio orhillt; alo nimmt daim foruor in jedom Parallelo- 
granim iliro BftmniUiohen Werlho an und liat in jo zwei ontsprechon- 
den Punkton vorHcliiedenor Parallologranuno gloicbo Wortlio. 

Da nun dio oinwortliige Function (p (io) ftlr irgond cinen 
Worth von unoudlich gross werdon muss (§ 28), bo muss sie in 
jedora Parallologramiu iinendlich gross werdon. Ileben wir dahor 
irgond oin Parallologramm horaus (Fig. 62), und scion r, r\ r", etc. 
dio Pimktc dcssolbon, in welchen (p (w) iinendlich gross wird. Bildet 
man das Integral 

i (p (to) dm, 


langs dor Bogronzung dos Parallclogramnas geuonunou , so ist das- 
solbo (naoh § 10) gloich dor Suraino dor Integral© urn die Un- 
stetigkoitspunkto r, F, r\ otc. Wird also (p (w) in diosen Punkten 
unondlioh, wio rosp. 


so ist 


(p (w)) dw B!» 2 (c c' c ^ -j- • • • •). 


Nun hat abor (p (m) auf dor Soite 
CE dioselbon Worth© wio auf J>F 
und auf CD dioselbon wio auf EF, 
und boim Durchlaufen dor Begren- 
zung dos Parallologratnms werdon 
dio parallolon Seiten in entgegon- 
gesotzter Rlohtung durchlaufen; die 
Integrate^ Iftngs diesor Soiten heben 
sicb claber auf, und es ist 


Fig. 02. 



man diesen Ausdruck, wenn dio Entwiokelnng hlnreloUond weit fortgesetet 
wire], BO klein maohen, als man will. Nun ist 

mAi 4* uia (m 4- fi «) i 

niramt man dahor m ^ /u imd n 4- naohdem («) «*» i « ist, so 
kann man m + n« und also auoli den Modul von mA, -p klein 

maolion, als man will. 
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j Cp (w) clio = 0. 

Folglich ist auch 

c — j— c — j— c ' — |— . • • • = 0. 

Hieraus gelit liervor, dass (j> ip) in jodem Parallelogramm mehr 
als einmal unendlich werden muss, und zwar miodestoiis entwedor 
in zwei Piinkten von der ersten Ordnung odor in einem Punkie 
von der zweiten Ordnung. Bezeicbnet im Allgemeinen n die An- 
zalil, wie oft y (to) in jedetn Parallelogramm unendlich gross wird, 
so kann ziinadist gezeigt werden, dass 50 (?«) auch jeden Werth h 
innerhalb eiues Parallelogramms n Mai annehmen muss. Dazii be- 
trachten wir das Integral 


a log ( 9 ) (to) — /t) Oder 


' (id) (ho 
(to) — h ■ 


ausgedehnt auf die Begrenzung des Parallelogramms. Audi dieses 
hat den Werth Null, well sowohl cp (w) — h als auch c/ (w) auf 
den gegentiberliegenden Seiten gleiche Werthe haben. Androrsoits 
aber ist dieses Integral auch gleicb der Summo der Integralo, um 
die Punkte , fOr welche c/ (to) unendlich gross wird , und' um die, 
in welchen 95 (to) — ?i verschwindet. Die ersteren sind dieselbon 
wie die, ftir welche 90 (to) oder (j> (to) — h unendlich wird (§ 29 ). 
Ist nun im Allgemeinen a ein Punkt, ftir welchen 9) (to) — /t ent- 
weder unendlich klein oder unendlich gross wird, und zwar von der 
/jten Ordnung (p positiv beim unendlich klein Werden), so kann 
man setzen (§ 34 ) 

’ cp (w) — (to — a)P ijj (to), 

wo 9/ (to) fttr io = a weder Null noch unendlich ist, und orhalt 


d log (cp (to) 


' (u>) clw 
tp(w) 


Auf das ganze Parallelogramm ausgedehnt ist also 
j log (9) (to) —1) ’= 

und daher 

Sp 0. ' . 

Nun wird cp (to) 7 i, wie cp (to), n Mai unendlich gross; bezeich- 
net man mit m die Anzabl, wie oft es verschwindet, so ist 
2p == tn n ss=> 0 , 

und dahe;: 
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u. 


Da also (cf (mj) —■ h) n Mai verscUwinden muss, so wird rj) (w) 
auoh n Mai «= /i. 

Wir botrachten nun im Folgenden nur den einfachsten Fall, 
wo go (««) in jodem Parallelograrara zwei Mai unendlich gross wird, 
also auch jodon Worth zwei Mai annirarat, und sotzen zuerst 
voraus, ff (w) werde in zwei Punkten r und s unendlich gross von 
der erateu Ordnung, Dann kann man setzen, (j) (w) mit s bo- 
zeiohnot, 

a! ssra ro (w) ess* —j— [— til (ll)), 

10— r • W—S ' 

und weil 


sein muss, 


C -j-' 


9 («0 


c 

to — r 


c 

W — 8 


+ 9 («')j 


WO c eine gegebeno Oonstante bezeichne, und ip (w) eine Function, 
die in dem betracliteten Parallologramm nicht mehr, also nur noch 
in don andoron Parallelogramtnon , nkmlich in don Punkten 
r -|- m/ll “4” ^ -f- ”''•2 (fth* und n alio positivon 

und negativon ganzen Zahlen geaotzt) unendlich wird. Wir suchon 
nun zuerst die Bozioliung zwischon den beiden Wei-tlien w auf, ftlr 
welcho go (to) gleiche Werthe erhttlt. Zu dem Ende sei 

y jsaga J. _|_ ^ 

Setzt man in (89) v statt to, so ist 


y (y) «* 4 . ^) (y). 

Da man i\bor 

y r rasa — — {to s) 

V — 8 sraa (w — )') 

hat, so folgt 

cji (v) rata. — 4 . ^ (y), 

und daher 

go (ni) — go ( 0 ) ^ ip (w) (v), 

Diese Differonz bloibt also in dem erston Parallelogramme eudlich. 
Nun wird in oinom anstossonden Parallelogramme 90 (w) unendlich 
gross in w sss* r 4* und to »» « 4’ daher auch 

setzen 

9 («) “ .rrrri; - 5r:r|bj, + >/'i W. 

WO jelzt ipi (to) ftlr alle Punkte des zweiten Parallelogramraes 
endlich bleibt, Ftlhrt man nun 



s . 4 . Das oJJiptischo Integral, 


eia, so ist ^ ’ “h * "j- 

• — r - yj, _ ^ 

W — A- ^ _ r _ 

und daJier Lat man aucli 

5 ” («i) == — ?•_ I f. 

Demnacli ist *— — r. 

S" H - ry, (.,) 


ijj-- + v^i (^j). 


bJeibt iauei-Laib df/ T 

«ber Sid, von . nur iim'Taf ("ndlicii. I3{i 

4 untersclieidet, so ist oppelte dea PeriodicitHtsmocluls 

mid dahcVbldM L%telz ~ ~ 

CDdlieli. GM man'’“auf'‘diesrw'" ^’"■‘‘"ologvamin 

fallelogramm fort, so zeigl sicli 'd!./™!' zn Pa- 

Pavallelogramme, also gar liicljf ,L„,,it, “ koinom 

««>» n„ aen lerth Zs (W^ 7"'^ ““““tot 

man I±J_ , T “ an ormittoh, sofoe 

2 j ciann wjrd 


w , 


nm3 da die Function 5 . einwerttig ist, a„ct 

d)a also die Diflerenz at {f\^^ 7\ 

M, so von den 

pemuach sind »und’’ fJ"/_ W- 

6rthe, fill- weJclie die Fimctinn ^*^®^ttimengoJ]dnflren 

Nun foJg-t aug ('«) gleicJje Werthe erbajt. 

dz 


c/ (to) 


also ist die Derivirtet ' v’ ^ , ~ ^ ’ 

anct nur far =, .■ „nd^’„t5“'’JP“ y.'’"" Pariodioitatemodaln 
zweiten Orduung, Bie mrdi daher aber Ton der 

Mai nnendUch und nimmt also aunb ” Tier ' 

■at ebenfalls sine einwertWge F^n'’ "«*• “al an. S 

1“: 0 ^ «« S^l^f efow:;^ F?'"® - 

Nun ertolt die Derivirte 1 unction von » ist. 

* Je awoi enfsprechenden Pnnkten 
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vorschicdmu'.r ParalU'-logramrao , in donen s gloiche Worthe Iiat, 
obcnfsilla gloicho Wcirtlin. Man hat also mir die Piinkto » und w 
dcsselben Parallelogrnnnns ku botracirton. DifTercnUirt man die 
Gloiclning 

(f\ (^o) easa fj) (j)) 

nacU 80 orhlUl rnmi, da 



ist, 

(/ O'O — fp ('0* 

Domnach crliHlt zwar ^ ftlr v und. to glolcho Wcrihe, abev ent- 

gogongeBolsste , also ist nicht eine oinwerthigo Function von c, 

da es fill- donsclbcu Worth von zwei vorschiedeno Wcrtho an- 
nohmcn kanii. Da abor dioso glcich mid ontgogongesetzt sind , so 

folgt, dass Ohio einworthige Function von s ist. Nim wird 

nur da imoudlioh, wo auoli s uncndlich ist, und zwar von dor 
zweiten Ordiiung, wo s von dor cratcn Orduung unendlich ist; 
domnach wird (^y an dersolboiv Stolle von dor viorten Ordilung 

uncndlich; also ist oiuo einworthigo Function von wolche 

nur fUr z CO und liier von der viorten Ordnung unendlich wird, 
und folglioh elno ganze Function viorten Grades von s. Fine 
solche wird auoh 4 Mai Null, Bezeichnet man die Werthe von », 
far Welch© dies geschieht, mit «, /9, y, d, und mit C eine Con- 
staute, so ist 

( — «) (- — — Y) — ^)r 

und hieraus folgt 

S dn __ ___ 

Fine doppelt periodisclio E'unotion, wolche in jedem Parallelogramm 
zwei Mai von der ersten Ordnung unendlich wird, ist daher die 
inverse Function oines oUiptischen Integrals. Die Constanto C kann 
durch c ausgedrtlckt werden. Denn da nach (40) 


ess QO 



ist, so orhillt man 
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Abschn. X, § 67, 4, Das elliptische Integral. 


rc 

r 


[~ + (V-l'l)? + 


lim 


+ ifJ (w;)]^ 

[-^ + 7^ + 0^~WwJ 

[« ~ + (“ “ ’’) («’)]^ 


c2 2_ 

^ c2 


und dadurch wird 

( ___ c dz 

]/■(»—«) (S— ■ 

Dieses Integral gestattet eine ganz ilhnliche Bebandliing 
frtihere 

r dz 


wie das 


indem hier an Stelle von +1, — l, + _ i.. die vicr Ver- 

zweigungspunkte a, jS, y, d treten; es kanii auoh durcli eino 
Transformation in das letztere tlbergefilhrfc werden. 

Wir gehen nnn zu dem Palle Uber, wo, die Function («;) 
nur in einem Piinkte w = r und bier von dcr zweiton Ordnung 
unendbch wird. In diesem Falle muss man setzen 


z cp (to) ^ ^ ^ 

denn das in — r)~-i multiplicirte Glied mus9 feblen , damit 

1 n Bogrenzung des Parallelogramms 

gleich Null werde. Man schliesst hier ebenso wie oben, indem 
man s = r setzt, dass 


und daher 


(j) (2r — w) e=i 5 p (to) 


y (2r — w) =B — ■ y' (»o) 
dz 

ist. Daher ist ^ nicbt, wobl aber wieder 
thige Function von z ; nun ist 


oine einwer- 


^ 2c , . 

dw ' ' Jw^ry + r 

also ^ird-^ nur da unendlich, und zwar von der 8ten Ordnung, 
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. vnn doi- Jweitm. Ordnimg unondUch ist. In Boaelning aitf 

also fill' - -= "= ^ ® ' 

J vou' dot dritton Ordnung. Demnach l,at man in diesom 


/ ,/s Y 

\ dw / 


«= C (s — «) (“ 


i mi 

f. 

llim I 

2*' » CO 


(-„„-,)s+v''wy 

( + V'W)’' 

\ (ftJ — r)^ ' 


/ y .... 1 f, a) --- /i?) — r) 

Vf/io/ « 

^ 'j/' c' • (is 

«’•” 5^ ,/-te -«)(»-/()(=- )■) ’ 

,08 obonfalla ni" eltiptisohea Integral tot. 

Hiomll broohou wit 

Absiobt dieaoB lUicbos “«S‘’ a 5 „aovn dio bebandeltcn Fa«o 
.aiaobon "SminT^oi ^allgomoiaon lietrachtung® 

8l8 Boiapiolo Twrcff dor oigonllillmliclion Natw, 

fflohen wordon aollou. , gi„ „oUr ala awoi Perio- 

,lie donjonigon Funotionon iim lichtroU geedirie- 

i&tamoduln beaitzoii, n,8g» n'lioofia nova funotionnm 
s Abliandlmig von «■!/»• ^ o™ii„ 1868*) verwioaen 

vaolUptloarum (tnang. DtoO »«•" 












Mb der Torrede zur ersten Aiiflage. 


Soifc dev Einftlhvung dov comploxon Vaviaheln in die 
Eimotioiienlehvo iind namontlioh seit den gvosBen Scldipfun- 
gcn Biemmin\s' sclieint sicli eiu Umachwiing in der Matlie- 
matik vorzubevoiten, dov zwav zuidlcbst die voino Mathomatik 
berUhrt, abev wolil auoh in nicht fovnov 2cit auf die pliysika- 
lisohon Wissonsohaften und die augewandto Mathematik 
ttbevhaupt von Einfluss sein wird, Daher sobien es miv im 
hbohstob sein, dasB diese Lehren 

St. bald als miJglioh eine zusammenhangende Darstellung lin- 
den mbchten, Indem ich nun eine Bearbeitung wenig’stons 
dor Elemonte diesor Theovie untovnahm, vovhelilte ich miv 
koincswGg'B die g’vosBon Schwiorigkeiten,- wolclic mit einem 
solclion Untevnclimen vcvbundon sind; abev bei der Wlchtig* 
keit der Saohe, und weil hiet woH ebtsehieden ein Bedtlrl^- 
niss vorlag, glaiibte ich, dass Zdgtrn nicht am Platze sei, imd 
knllpfte zugleich an die Hevausgahe dieses Buches die Hoff- 
nung, class sich duveh tUesen ersten Vevsuoh Andero angeregt, 
ftlhlen mbohton, dieser Aufgabe ihre KvMte zuzuwonden, — 
In Beziehung auf die Anovdnung dcs Stofes glaubo ich 
vvegen zweier Stellen etwas bomerkon zu mllsson. Die evste 
bildet den § 21. Man beclarf zur Entwicklung der allgemeineu 
Eigenschaften der Eimctionen oigontliob nur des Satzes, dass 


IK 

IV 


VOEEEDE. 


wenn eine Function g) (z) in einem Punkte a so iinendlich 
wil'd, dass (z — a) (p (z) sich einem endlichen Grenz- 
werthe p nahert, das urn diesen Piinkt genommene Integral 
5 g) (^?) dz == ’in ip ist. Da es mir aber scbien, dass es fUr 
den Leser von Interesse sein miisste, gleich hier zu erfahren, 
was sicli Uber das erwahnte Integral sagen lasst, wenn es urn 
einen Verzweigimgspunkt genommen wird, so babe ich, ob- 
gleicb die vollstandige Bestimmung der Werthe von lute- 
gralen, welche sick auf geschlossene Linien erstrecken, erst 
viel spater erledigt werden kann, dock jene Betrachtung 
gleich im § 21 angeschlossen. Die zweite Bemerkung beziebt 
sich auf Abscbnitt V. In diesem ist der Logarithmus und die 
Exponentialfunction bebandelt. Nun war es allerdings noth- 
wendig, an dieser Stelle etwas tlber den Logarithmus zu 
sagen, weil spater von dessen Eigenschafteii Gebrauch ge- 
macht wird, indessen hatte dies ziemlich kurz abgemacbt 
werden kbnnen. Es scbien mir aber zweckmassiger, diesen 
Abscbnitt etwas vollstandiger zu bebandeln, obgleioh dadurch 
den Betracbtungen liber Querscbuitte und Periodicitatsmodiiln 
vorgegriffen wird, einmal, weil dadurch die Natur jener bei- 
den Functionen in ein viel helleres Licht tritt, und dann, weil 
diese specielle Untersuchung gerade geeignet erscheint, fttr 
jene spateren Betracbtungen die Vorstellungen zu fixiren. 


Prag, den 10. October 1864. 


Vorrede zur zweiten Auflage. 

Dio vorliegende noue Auflage hat gegonliber doi* orsten 
mannigfaltige Verilndei’ungen orfahrenj inabeBondouc wurde 
dor IX. Abschnitt liber einfach imd luehrfacb siiisammeii- 
hUngende FUlcben vollstllndig umgestaltot. Dor XI, Ab- 
sohnifct liber Bestimmung oiner Function durcli Gronz- und 
Unstetigkeitsbedingungen blieb fort, und dio frllhor in deni 
lotzten Absclinitte enthaltonen Siltzo zur Bestitumung dor 
Ordnuug des Zusammenhangea einer gegebonon Flilcbo war- 
den, ohne dio Abbildimg durcli oino KroiaflilcUc zu HlUfo zu 
nohmen, abgeleitet und so dora IX, Absclinitte einverloibt. 

Anfilnglicb war nocli die llinzufllgung von Aiiwondungon 
bcabsichtigt, aber im Hinblick auf dio seitdora orsohienouen 
Werke, insbesonderc C. Neumann: Vorlesungon Uber Hie- 
zwttww’jf Theorie der Aborsoben Integralo, J, 7'homae: Abriss 
einer TheoricderComploxonFunctionen etc. und andero, sowio 
auf das in don Mittboilungen dor H. Q. Teubner‘'m\\Qyx Vor-' 
lagsbucbbaudlung lb73, Nr. 1 angokllndigto Huch fC&niifs- 
herger : Vorlesungon liber dio Tlieoric der cllipiiscben Fimc- 
tionen, wurde sie sobliesslicb iinterlasson. 

Prag, im ISoptembor 1873. 


H. Durbgo, 


